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1 Einleitung, Allgemeines, Normierung und Entnormierung

In den Grundlagenvorlesungen zur Elektrotechnik wurden in den Semestern 1 und 2 bisher folgende
Aufgabenstellungen behandelt:

e Verhalten und Analyse von Schaltungen bei Gleichstrom

e Grundlagen des magnetischen und des elektrischen Feldes

e Verhalten und Analyse von Schaltungen im eingeschwungenen Zustand bei sinusférmigem Wech-
selstrom

In dieser Vorlesung kommen wichtige Erweiterungen und auch vo6llig neue Betrachtungen hinzu.

Der Begriff der  Signale wird in diesem Semester recht allgemein gefasst, da nun auch nichtsi-
nusformige periodische und einmalige Vorgénge wie auch zeitdiskrete Signale behandelt werden.

Als Systeme werden in dieser Vorlesung (einfachere) elektrische Netzwerke und zeitdiskrete Anord-
nungen bezeichnet. Das grundlegende Verhalten wird beschrieben und n&her untersucht.

Zwei einfache Beispiele sollen verdeutlichen, dass technisch wichtige Aufgabenstellungen mit den Kennt-
nissen der Semester 1 und 2 noch nicht gelost werden kénnen.

1.) Gesucht sei die Wirkleistung P, die die im Bild dargestellte nichtsinusférmige, periodische Spannung
u;(t) in einem ohmschen Widerstand hervorruft. Solche Signalformen treten in der Praxis bei der
Steuerung oder Regelung von Motoren und Beleuchtungsanlagen auf.

ux (t) _ _

Sinussspannung - -
nach  Phasenan- , ,
schnittsteuerung. ; / t

/
Dargestellt ist ein oV \
Stromflusswinkel

von 90°. AN

2.) Gesucht sei der Zeitverlauf von i(t) oder uc(t) als Folge der Eingangsspannung ug(t).

v -

uz (t)

ov w0 | (D) 0 == uett

0 t1 t

In diesem Semester werden Methoden zur Losung solcher und anderer Probleme besprochen und ange-
wendet. Man begibt sich zur Erleichterung der Rechnung auch in so genannte ’Bildbereiche’.

Die meisten der hierzu benétigten Hilfsmittel wurden oder werden in den Mathematik-Vorlesungen be-
handelt und sind fiir das weitere Studium unerlésslich:

Differenzial- und Integralrechnung
Berechnung der Koeffizienten von Fourier-Reihen ( Reelle und komplexe Darstellung )
Berechnung der Spektraldichtefunktion mit dem Fourier-Integral ( Einmalige Vorgiinge )

Aufstellen und Losen von linearen Differenzial- und Differenzen-Gleichungen mit konstanten, reellen
Koeflizienten

o Anwendung der Laplace- und der z-Transformation bei echt gebrochen rationalen Funktionen unter
Verwendung von Partialbruch-Zerlegungen bei zeitkontinuierlichen und zeitdiskreten Systemen
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Im Verlaufe dieses Semesters ist es erforderlich, den Frequenzbegriff ( bisher j w ) so zu verallgemeinern,
dass durch die neue ’Frequenz-Variable’ s=o0 4 jw eine ganze komplexe Frequenz-Ebene abgedeckt
wird.

Dabei zeigt sich, dass an zwei Stellen (S =U - I* und jw =j2 -7 -f) eine Modifikation der komple-
xen Rechnung zur Anpassung an die Bediirfnisse der Elektrotechnik erforderlich ist, da dieses Werkzeug
von seinen Erfindern Bernoulli, Euler und Gauf urspriinglich fiir etwas vollstdndig Anderes nédmlich zur
gleichméfigen Teilung eines Kreises in 13 oder 17 Abschnitte entwickelt wurde.

Ein Beispiel zur Wiederholung, Ausblick auf das néichste Kapitel: U
=R

1
Man berechne I, up(t), U, und ug(t) , wenn gilt -~ » | I o
U, =10V; f=50Hz mit Sinusform
1 u R —_— U
umd R=10092;C=318uF; r=RC=1. =1 C =2

Wg I —

Losung: Komplexe Rechnung bei der einzigen enthaltenen Frequenz f = 50 Hz ergibt

1 1 :
Zc=7,C = = —j 1000

fCTjwC T j2.7.50Hz-318 10 °F  °

_ U, _ 10V __01A_01AQ1+j) )
I=r~zc~"t000a -3 " 1-j 12+ (—1)2 = 50mA(1 +j)
U, =1-Zc=50mA(1+j)(-j1000) =5V(1 —j)

Zeitfunktionen dazu: Mit uy(t) = 10V - /2 -sin(2-7- 501 -t +0°) erhilt man

sec

i(t) = 100mA -sin(2-7-501 -t +45°) und uz(t) =10V -sin(2-7- 501 -t — 45°)

sec sec

jIm
Zeigerdiagramm: Effektivwerte: Ieg = /2mA
U:2.5V / Einheit 0 Re Uy off = \Vs
I:25mA / Einheit Useff = V2V

Liegt als  uj(t) nun eine nichtsinusférmige, periodische Spannung mit der Grundkreisfrequenz — w;

an, wird die Berechnung der Ausgangsspannung ug(t) erheblich komplizierter:

Diein uj(t) enthaltenen Frequenz-Komponenten werden durch die Tiefpass-Wirkung des RC-Gliedes
mit verschiedenen komplexen Verstéirkungen ( Betrag und Winkel ) iibertragen. Deshalb wird das Aus-
gangssignal im Allgemeinen eine andere Kurvenform als das Eingangssignal besitzen.

[o¢]
e Die Spannung uj(t) = Ag+ Y. Ay -sin(nwit + ) wird als Fourier-Reihe dargestellt.
n=1

e Jede Komponente des Linienspektrums mit der n-fachen Grundfrequenz wird mit der zugehorigen
komplexen Verstarkung multipliziert und ergibt den komplexen Beitrag dieser Frequenz.

: _Up(jnwi) _ gmgo _ 1 _ 1 G o
GUmer) = G (mwy) ~ Wi ~ TTIMaRC ~ T mar/ag (G0 men)l-€

e Die Zeitfunktion am Ausgang erhilt man durch das Aufsummieren der komplexen Beitrége.

uz(t) = Ao - G(0) + 21 A, |G(j nwy)| - sin(nwit + on + n)

Zur Losung dieser neuartigen Aufgabenstellung kommt man, in dem nacheinander bei allen Frequenz-
komponenten die gleichen Methoden (Komplexe Rechnung, siehe oben) angewendet werden, wie bei
sinusféormigen Vorgéngen im 2. Semester.
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1.1 Normierung und Entnormierung

Im praktischen Gebrauch ist es haufig vorteilhaft, die Berechnungen von Signalen und Systemen mit nor-
mierten Grofien durchzufithren. Dann ist es nicht erforderlich, die Einheiten aller Grofien mit zufiihren
und man erreicht auch, dass die Zahlenwerte ndher zusammen liegen.

Bei der NORMIERUNG  bildet man aus einer physikalischen GréBe ( = Zahlenwert - Einheit ) und
aus einer gleichartigen Bezugsgréfie ( = Zahlenwert - Einheit ) eine dimensionslose normierte Grofle (=
Zahlenwert ) :

. _ PHYSIKALISCHE GROSSE
NORMIERTE GROSSE = GLEICHARTIGE BEZUGSGROSSE

Zum Uberfiithren normierter Gréfien in technisch verwertbare, physikalische Grofien ist der umgekehrte
Vorgang erforderlich. Bei der ENTNORMIERUNG  berechnet man aus einer dimensionslosen nor-
mierten Grofle ( = Zahlenwert ) und einer geeigneten Bezugsgrofle ( = Zahlenwert - Einheit ) die zu-
gehorige physikalische GroBe ( = Zahlenwert - Einheit ) :

PHYSIKALISCHE GROSSE = NORMIERTE GROSSE - BEZUGSGROSSE

Fiir die Normierung elektrischer Schaltungen benétigt man nur die folgenden drei Gleichungen.

Rp = 2rfgLg (1) cB:m (2) Ug=Ig-Rg (3)

Der Anwender kann zwei der in den Gln. (1) und ( 2 ) auftretenden vier Bezugsgrofien

Rp ( Impedanzniveau ), fg ( Frequenzlage ), Lp, Cgp

und dazu eine der in der Gleichung ( 3 ) vorkommenden Bezugsgrofien

Usgp ( Spannungsniveau ) und Ip ( Stromniveau ) frei wihlen.

Aus dem Produkt der Gln. (1) und ( 2 ) ergibt sich als weitere Bezugsgrofie die Bezugszeit.

_ 1 _ 1 _ _Lp
Ts =05 = 2715 ~ BBCs

f _ w _ 2#f
fg ~ wB ~ 27fp -

e Frequenz-Normierung: Normierte Frequenz €2 =

e Zeit-Normierung: Normierte Zeit t = Tg = t-2nfp .
e Spannungs- und Stromnormierung: U = LB ; i= ﬁ . U1-U3
Beispiele zur Normierung :
R=10k2; Rp=>5k; - R >
’ B ) r RB
f =50 kHz; Tg=0.159-10* sec: Q:fi: f_ _5
b ot

Beispiele zur Entnormierung :

t=0.05; Tp=200pusec; t=t-Tg=10 usec
Tg=50msec; Lg=01H; r=2; R:r-RB:r-L—B:r-L—B:2-ZQ:4Q

B B
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2 Wert- und zeitkontinuierliche (’analoge’) Signale

Obwohl eine Verallgemeinerung auf komplexe Zeitfunktionen moglich ist,
werden in dieser Vorlesung nur reelle Zeitfunktionen betrachtet.

Wertkontimuierlich sind Signale, bei denen jeder Momentanwert darstellbar ist.

Zeitkontinuierlich nennt man solche Signale, die zu jeder Zeit definiert sind.

Fiir das weitere Versténdnis ist es hilfreich, zunéchst mogliche Signal-Symmetrien zu betrachten und eine
systematische Aufteilung von Signalen in ihren geraden und ungeraden Anteil vorzunehmen.

2.1 Symmetrien, Zerlegung in den geraden und den ungeraden Anteil

Jede Zeitfunktion (betrachtet wird hier als Beispiel eine Spannung, die Uberlegungen gelten jedoch in
gleicher Weise auch fiir alle anderen Signale) u(t) kann zerlegt werden in ihren geraden, also ach-
sensymmetrischen Anteil ug(t) und in ihren ungeraden, also punktsymmetrischen Anteil uy(t) so
dass gilt  u(t) = ug(t) + uy(t).

Eine systematische Zerlegung ist immer mit Hilfe der folgenden Gleichungen mdoglich.

(t) = u(t) —i—2u(—t) ; wa(t) = u(t) —2u(—t) U4

Ug

2.2 Periodische Signale, weitere Symmetrien, Spektrum

Gilt bei einem Signal die Beziehung u(t) =u(t 4+ T) , wiederholt es sich nach der 'Periodendauer’
genannten Zeit T identisch und wird als periodisches Signal bezeichnet.

Es wird sich zeigen, dass in den Spektren periodischer Signale grundsétzlich nur diskrete Frequenzlinien
bei ganzzahligen Vielfachen ihrer Grundfrequenz f; = % auftreten.
Das Spektrum periodischer Signale ist deshalb ein Linienspektrum.

Von einer gewissen Bedeutung sind zwei weitere mogliche Signal-Symmetrien, die sich auf den Verlauf
der beiden Halbperioden beziehen:

e Von einer geraden Halbperioden-Symmetrie spricht man, wenn sich das Signal in jeder Halbperiode

identisch wiederholt | u(t+ )= u(t)

e Von einer ungeraden Halbperioden-Symmetrie spricht man dagegen, wenn sich das Signal in jeder

Halbperiode mit entgegengesetztem Vorzeichen wiederholt u(t+ 1) =—u(t)

2.3 Sinusformige Signale

Solche Signale konnen in zwei gleichwertigen Varianten reell dargestellt werden. Hier treten nur positive
Kreisfrequenzen auf, so dass man ein einseitiges Linienspektrum erhélt:

e Amplitude und Sinus-Nullphasenwinkel: u(t) = A7 -sin(wit + 1) ;A1 >0 (1)

e Cosinus- und Sinusamplitude: u(t) = aj - cos(wit) + by - sin(wt) (2)

Mit Hilfe der aus der Mathematik bekannten Aquivalenzen

cos(wit) = CXETNT g | sin(wt) = €te Nt

2j

kann man aus Gl. ( 2 ) zwei weitere gleichwertige, nun aber komplexe Darstellungen mit positiven und
negativen Kreisfrequenzen ermitteln, die auf ein zweiseitiges Linienspektrum fithren:

e ut)=cy- et ¢ ;e dWt it ¢ =agibr. o — ok

o u(t) =|cg| efW1tt®1) L |c || eI (WittP1)
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Das folgende, mit dem Programm | SINUS | erzeugte Bild zeigt an einem Beispiel, wie aus zwei

gegenldufigen komplexen Drehzeiger eine reelle Sinusschwingung mit Phasenverschiebung entsteht.

Schwingung mit den reellen FOURIER-Koefizienten a1, b1 und Al, phil Schwingung mit den komplexen FOURIER-oeffizienten cq und €

Die Farmelsamrmlung enthlt fiir sin und cos Darstellungen mit Exponentialfunktionen:
sin{wlt) = [exp(jwlt)-expjwl ]/ [ 2§ ] V1(t) = bl-[ exp jwlt) - explwl )]/ [ 2]
cos(wilt)=[expljwlt) +expl-jwlt]]/[2] WI{t)=al[exp(jwlt) + explwlt)]/[2]
Betrachtetwird nun [ wie auf der linken Seite unten ] die Summe der beiden Anteile
UTEH)=W10t) +Wi1(1) =hTsin(wlt) +al-cos(wli)
Durch Umformen [1/2] =+ 0.5 ] und Zusammenfassen gleichartiger Terme erhalt man
U(t)=056-[al-jkbl] exp(jwlt)+05-[al +jb1] exp(wlt),
und derYergleich mit U(t) = c1 expl jwlt + c- expl-jwlt] engibt
die ‘Werte der komplexen FOURIER-Koeffizienten als Funktionwon al und bl

c1 =06 [al-jbl1]. c1=c1*=056[al+jh1]

VI{t)=blsin(wl ), b1 =3.0000E+000

IM{UI{t]}=0

wl/

Die Funktion L1{t) ergibt sich aus der Summe
wan zwei komplexen, gegenlaufigen Drehzeigem:
0.5-[&l1-jk1]: Drehung math. positiv mit wl
0.5-[al +]b1]: Drehung math. negativ mit wl

Dadie beiden Drehzeiger zueinander konjugiert
komplex sind, heben sich die IM-Teile auf.

Al=sgrt(al®+hbi?)

phil = arctan (al /b1) + algha
alpha=xpi falsbl<0

al =Al-sin (phil)

&l = |-2.5000E-+000
bl = |3.0000E-+000

A= 39051E+000

Invertieren J

Die beiden RE-Teile sind gleich und ergeben
zusammen das rein reelle Signal LT ().

b1=A1-cos(phil) phil = -39.806° & Pechte Seite anzeigen

Beenden |

2.4 Nichtsinusférmige Signale

an einer

i(u)

, dessen Verlauf zwar weiterhin

Betreibt man ein elektrisches Bauelement mit der nichtlinearen statischen Kennlinie
flieB3t ein Strom i(t)
periodisch aber nicht mehr sinusformig ist (Auf Seite 30 folgen Einzelheiten dazu.).

sinusférmigen Spannung  u(t) = 4 - sin(w;t)

Das im Bild dargestellte mit dem Programm ‘ POLYNOM_KENNLINIE ‘ berechnete Beispiel
enthélt auch die punktweise Konstruktion der verzerrten Zeitfunktion des Stroms

ity cimin=-10730E+000 A& ;imex = 1.0738E+000 &

u min 5 -1.0000E-4000

Spannung ut)

[Uetf=7.0711E-001 % |

@ Uit =Un+1H - singwl -t
Coulti=Uo+U1 - cos(wl-t)

Uo =| D.0000E+000 % 1J1=| 1.0000E+000 %

Statische Kennlinie 1(u)

i(u)=CO+Clu+ C20U% + C3UE + Chutu?

tITi8]

0.0000E+000

: = &
L 1= |25000Es000 | A1V
c2= [C000CE+00 | A v
c3= [-20000Ev000 & 1
: : ca= [00000E+0O0 | A J[vE]
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2.5 Fourier-Reihen nichtsinusférmiger, periodischer Signale

Die Idee fiir diese Darstellung geht zuriick auf Joseph de Fourier ( 1768 - 1830 ), der sich mehrere Jahre
mit Funktionenreihen beschiftigte und 1822 ein Buch dariiber veroffentlichte.

Der Gedanke dieser Arbeit war es, periodische Funktionen exakt durch Reihen trigonometrischer Funk-
tionen ( die ja ebenfalls periodisch verlaufen ) darzustellen oder als N#iherung eine Partialsumme trigo-
nometrischer Funktionen zu verwenden.

In dieser Vorlesung werden bevorzugt Funktionen der Zeit f(t), u(t), usw. betrachtet. Die in der
Mathematik iibliche Schreibweise f(x) mit x=w-t wird ebenfalls bei Bedarf verwendet.

2.5.1 Summen von Sinus- und Cosinusfunktionen verschiedener Frequenzen
Beispiel A:  fa(t) = sin(27f1t) 4+ 0.5 - sin(273f1t) = sin(wyt) + 0.5 - sin(3w1t) = f1(t) + f3(t)

fa(t)

Wie dieses Beispiel zeigt, ergibt die Summe zweier ( periodischer ) Sinusfunktionen ( hier mit einem
ganzzahligem Frequenzverhiiltnis drei ) wieder eine periodische Zeitfunktion, deren Form jedoch von der
Sinusform abweicht.

Hier kann  f3(t) als die Grundschwingung (1. Harmonische) mit der Grundkreisfrequenz — w;

und f3(t) als eine Oberschwingung (3. Harmonische) mit der dreifachen Grundkreisfrequenz be-
zeichnet werden.

Die Periodendauer T  der Summenfunktion fa(t) wird hier durch die Periodendauer von 7 (t)
bestimmt: T = % =T

Im Vergleich zum Beispiel A wurde bei gleichen Amplituden und gleichen Frequenzen nur ein Phasen-

winkel variiert. Der zugehorige Zeitverlauf —fg(t) wird dadurch stark veréindert.
Auch dieser Verlauf ist periodisch und besitzt die gleiche Periodendauer T des ersten Beispiels.

Die Periodendauer T einer Summe allgemeiner Sinussignale wird wie folgt ermittelt.
f(t) = Ap -sin(p-wit + ¢p) + Aq - sin(q - wit + ¢q) + Ay - sin(r - w1t + @) + -+
Zu beriicksichtigen ist, dass in T eine ganzzahlige Anzahl aller Teilschwingungen auftreten muss:
n 1, n
T:np.Tp:nq.Tq:nr.Tr...:f_: :f_:ll :f_:

wobei alle Zahlen np, ng, ng, -+ ganzzahlig und teilerfremd sein miissen.
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Beispiel:  f(t) = sin(27600t/sec) + sin(273000t/sec + 7/4) + sin(274000t /sec — 7/3)

Gesucht:  Periodendauer T des Signals f(t)

Losung: Zerlegung der Frequenzwerte in Faktoren ( hier ohne Einheiten ) U5
600=2-5-2-5-2-3 — np=3
3000=2-5-2-5-2-3-5 — ng=3-5=15
4000=2-5-2-5-2-2-5-2 — n,=2-5-2=20

. . . _ 3 _ 15 _ 20 _ 1
Daraus erhélt man die gesuchte Periodendaver T = 555, = 30001 — 20000z — 200 S€C

In diesem Beispiel dauern 3 Perioden der Teilfunktion mit f, = 600Hz genau so lange, wie
15 Perioden der Teilfunktion mit fq = 3000 Hz und wie
20 Perioden der Teilfunktion mit f. = 4000 Hz.

2.5.2 Voraussetzungen bei Fourier-Reihen

Damit nichtsinusformige, periodische Funktionen f(t) bzw. f(x) durch Summen allgemeiner Si-
nusfunktionen angendhert oder durch Reihen allgemeiner Sinusfunktionen dargestellt werden kénnen,
miissen folgende Voraussetzungen erfiillt sein:

e Die Funktion f(t) bzw. f(x) mussdie Periodendauer T bzw. 27
besitzen, so dass gilt f(t +T) =1f(t) bzw. f(x+ 27) = f(x).

e Die Funktion besitzt inerhalb einer Periode nur endlich viele Unstetigkeitsstellen und nur eine
endliche Anzahl von Minima und Maxima.

o Die Funktion nimmt nur endliche Werte an.

Da praktisch alle in der Technik auftretenden periodischen, zeitabhéingigen Vorgéinge f(t) bzw. f(x)
( z.B. Spannungen, Stréme, mechanische Schwingungen, usw. ) diese Voraussetzungen erfiillen, kénnen

sie durch Fourier-Reihen dargestellt werden.

2.5.3 Konvergenz der Fourier-Reihe an Sprungstellen, Gibbs’sches Phinomen

Betrachtet man mit dem Programm | FOURIER_REIHE | z.B.die Partialsummen f,(t) von
Zeitfunktionen mit Sprungstellen, zeigt sich, dass diese Summen an den Sprungstellen gegen das arith-
metische Mittel der Funktionswerte rechts und links der Unstetigkeitsstellen tg konvergieren:

falte) = Tlta)+F(6)

Jede Partialsumme mit geniigend groflem, aber endlichem n  zeigt bei Rechtecksignalen in der Um-

gebung ihrer Sprungstellen ein Uber- und Unterschwingen um jeweils rund 9 % der Sprunghshe. Dieses
nach seinem Entdecker Gibbs benannte Phinomen tritt bei allen Partialsummen auf; es verschwindet
erst bei der unendlichen Reihe.

Mit dem Programm ‘ FOURIER_REIHE | kann dieses Phiinomen z.B. bei den Funktionen
f1(t), f3(t), fo(t) beobachtet und durch Erhéhung des Summen-Index in Verbindung mit einer Ande-

rung von tmax studiert werden.

f(t), fu(t)
(7R o — e 2N ~ " +1.18
f(07) = +1 TS0 — =f(t) I -

- B — =fy(t I
—_——— £f5 t 4

T/2 ... =fy(t
0 ] T t

.-}

\ N/
f(()_):_l A =D e

T, == SR —1.18

Rechteckpuls  f(t) mit der Sprunghéhe 2 und den Partialsummen f3(t) , f5(t), f7(t).
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In praktischen Anwendungen darf das Gibbs’sche Phiinomen nicht mit dem Uberschwingen der Sprun-
gantwort eines linearen, technischen Systems verwechselt werden. Dort legen die Polstellen fest, welche
Frequenzanteile die Zeitfunktion enthilt und das Uberschwingen tritt nur als Folge und deshalb grundsiitz-

lich nur nach einem Sprung auf.

Die maximale Uberschwingweite i kann bei schwingungsfihigen Systemen sehr unterschiedliche Werte
(0.1% <11 <100% ) annehmen.

2.5.4 Fourier-Reihen modifizierter oder zusammengesetzter Zeitfunktionen

Lineare Modifikationen (Ableiten, Integrieren) lassen sich auch auf Fourier-Reihen anwenden:

Zu u(t) = %it) gehort die  Fourier-Reihe u(t) = % {Fourier-Reihe [f(t)]}.

Zu v(t) = [f(t)dt gehort die Fourier-Reihe v(t) = [ {Fourier-Reihe [f(t)]} dt.

Kann eine Zeitfunktion f(t) in eine Summe mehrerer Teilfunktionen f(t) = +f1(t) + fa(t) £ f3(t)
zerlegt werden, ergibt sich ihre Fourier-Reihe aus der Summe der Fourier-Reihen aller Teilfunktionen.

t
f é ) — F-Reihe
0
0 t1 to t3 T T+t1 THty THt3 2T t —
t
f #\( ) — F-Reihe 1
0
0 t1 to t3 T T+t1 THty THt3 2T t —
t
I ?( ) — F-Reihe 2
0
0 t1 to t3 T T+t THty T+tg 2T t —
t
f?\( ) — F-Reihe 3
0
0 t1 to t3 T T+t1 THty THt3 2T t —

Da jede Zeitfunktion durch ihre Fourier-Reihe exakt dargestellt wird, gilt
‘f(t) = 4f3(t) £ fa(t) £ f3(t) <= F- Reihe = £+ F- Reihe 1 £ F- Reihe 2 £+ F- Reihe 3‘

Jede Zeitfunktion kann auch zerlegt werden in

ihren geraden Anteil fo(t) = w [ fiir diesen gilt fg(t) = fg(—t)] und
ihren ungeraden Anteil fy,(t) = w [ fiir diesen gilt  f,(t) = —fu(—t) ].

In diesem Fall kann man wegen der Symmetrie-Eigenschaften eindeutig zuordnen, welche trigonometri-
sche Funktionen in welcher Teil-Reihe ausschliellich auftreten.

f(t) =fg(t) + fu(t) <= F-Reihe = Fg-Reihe ( cosinus-Terme ) + Fy-Reihe ( sinus-Terme )

Die Zerlegung kann -falls die Gleichung fiir die Zeitfunktion vorliegt- mathematisch erfolgen.
Ist der Verlauf dagegen als Graph gegeben, soll die Zerlegung grafisch vorgenommen werden.

Auf der folgenden Seite ist ein Beispiel zur systematischen, graphischen Zerlegung einer Funktion f(x)
in deren geraden und ungeraden Anteil vorbereitet.

Verwenden Sie zur Losung mehrere Farben, damit das Bild iibersichtlich und gut lesbar bleibt.
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Zerlegung einer Funktion in ihren geraden und ungeraden Anteil
£(x) | | |
|
i
0 :
| | s | X
[ [ [
[ [ [
f(—x)
=1 X Li—- a - - - - |4 4 kb Lo—r—
[ [ [
[ [ [
[ [ [
0 [ [ [
[ [ [
[ [ [
—f(x) [ [
0 [ [ [
[ [ [
[ [ [
[ [ [
5 [ [ [
o [ [ [
[ [ [
[ [ [
~ fol(x Diese Fourier — Reihe enthilt nut ! — Terme
u— = T 10 0 - - - - — |7 7T T |71 =
. [ [ [
0
ST T D0 T T T T T T T T |71 —
[ [ [
0 f t T
[ [ [
i fy(x Diese Fourier — Reihe enthilt nur ! — Terme
sl—=+ 1= =+ = = = = — /= T + =1 —
[ [ [
0 | | |
—~ | | |
4 ! 1 !
2
yie X
GeraderAnteil :  fg(x) = f(x) +2f(—x)
UngeraderAnteil :  f,(x) = fx) —2f(—x)
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2.6 Darstellungsformen von Fourier-Reihen

Je nach Aufgabenstellung und Anwendung sind fiir Fourier-Reihen mehrere, vollig gleichwertige Darstel-
lungen gebrauchlich. Deren Bezeichnungen und Besonderheiten werden nun betrachtet.

2.6.1 Reelle Fourier-Reihe

2.6.1.1 Cosinus- und Sinus-Anteile

In Abhéingigkeit von der Zeit t  gilt

f(t) = f5(t) + fu(t) = ap + a3 cos(wi t) + az cos(2w;y t) + agcos(3wy t) + ...
+ bq sin(wl t) + bs sin(2w1 t) + bg sin(3w1 t) + ...

oder gleichwertig abgekiirzt

f(t) = f5(t) + fu(t) = ag + ian cos(nwy t) + ibn sin(nwy t)

n=1 n=1

Mit dem Argument gilt

f(x) = fg(x) + fu(x) = ap + aj cos(x) + az cos(2x) + ag cos(3x) + ...
+ by sin(x) + bz sin(2x) + bg sin(3x) + ...

oder gleichwertig abgekiirzt

f(x) = fg(x) + fu(x) = ag + Zan cos(nx) + an sin(nx)

n=1 n=1

Die reellen Kennwerte dieser Darstellung ( ag, ai,ag,as..., by,ba,bs... ) werden Fourier-
Koeffizienten genannt. Thre Werte kénnen positiv, Null oder negativ sein. Bei dieser Darstellung der
Fourier-Reihe lassen sich Symmetrien sowie gerade oder ungerade Anteile unmittelbar ablesen.

2.6.1.2 Betrag und Nullphasenwinkel von Sinus-Anteilen

In Abhéingigkeit von der Zeit t  gilt
f(t) = Ag + A4 sin(wl t+ 901) + Ao sin(2w1 t+ gpg) + Ajg sin(3w1 t+ (p3) + ...

oder gleichwertig abgekiirzt

f(t) = Ao + Y Ansin(nwy t + @)

n=1

Mit dem Argument gilt
f(x) = Ap + Arsin(x+¢1) + Azsin(2x + p2) + Agsin(3x+¢3) + ...
oder gleichwertig abgekiirzt

oo
f(x) = Ao + ZAn sin(nx + ¢p)

n=1

Die reellen Kennwerte dieser Darstellung sind der Gleichanteil ‘ —00 < Ag < 0 |,

die Amplituden der einzelnen Teilschwingungen [n>1] sowie U6

die Phasenwinkel —180° < ¢, < +4180° [n>1].

Diese Grofien lassen sich aus den reellen Fourier-Koeffizienten ay, b, berechnen.
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2.6.2 Komplexe Darstellung der Fourier-Reihe

In Abhéingigkeit von der Zeit t  gilt

£(t)

£(t)

oder gleichwertig abgekiirzt

o+ C_ze—32w1t + c 4 e—lelt + Co + Qle"—‘]lwlt + 92e-l—.]2wlt + ..

f(x) .+ c

oder gleichwertig abgekiirzt f(x)

Mit dem Argument gilt

00 .

n—=——oo

pe 3 4t c e dX 4 cg+ e 4 cyetI 4

Die Kennwerte dieser Darstellung

(...

y € -3, € _2,€_1,Cp,C1,C2,C3, ---

)

sind im allge-

meinen Fall komplexe GroBen (Siehe dazu auch Seite 4 und das obere Bild auf Seite 5). Diese Form bietet
oft Vorteile bei der Berechnung und eignet sich besonders fiir Fortgeschrittene. Sie dient der Vorbereitung
auf das Fourier-Integral, das spéter besprochen wird.

2.7 Gleichungen zur Umrechnung der Fourier-Koeffizienten (n>0)
Gegeben = ap A Co Co
429 Ap Cp=C", |Qn| :|Q—n|
|| Gesucht b, ©n b, =-d_,
ag = —_— AO Co Co
an = — n - Siny, 2. Re{c,} 2-|c,| - cos @,
b, = - n * COS Pn —Q-Im{gn} -2 |Qn|'Sin ¢y
AO = aop - Co Co
A, = Va2 + b2 — 2- e, 2-lc,|
On = arctan z—" — 90° 4 arctan % 90° + @,
1) beachten 3) beachten
Co = aop AO - Co
¢, = Q*,n — an — J by A, - (SIII(PnQ_j COS‘Pn) . |Qn| . (COS P, + j sin (I)n)
Co = = ap AO Co -
a2 4+ b2 A,
el =le_, = | Yeirth 4 e -
— —Yn o Im{g n} N
b, =-d_, = arctan U wn — 90 arctan Relc.)
2) beachten 3) beachten
1) Falls b, <0 mussder Winkel ¢, wum +180° korrigiert werden.
2) Falls a, <0 mussder Winkel @, wum +180° korrigiert werden.
3) Falls Re{c,} <0 mussder Winkel &, um +180° korrigiert werden.

Andernfalls liegen die Winkel ( dem Hauptwert von arctan entsprechend ) im falschen Quadranten.
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2.8 Berechnung reeller Fourier-Reihen mit Integralen

Die Auswertung der folgenden Integrale setzt voraus, dass  f(t) bzw. f(x) als Funktionsgleichung
gegeben und Stammfunktionen der anfallenden Integrale verfiigbar sind.

Andernfalls, wenn z.B. nur Stiitzwerte der periodischen Funktion vorliegen, verwendet man numerische
Methoden, auf die spéter eingegangen wird. Dabei ndhert man -meist mit Rechnerhilfe- die Integrale
durch Summen an.

2.8.1 Berechnung der reellen Fourier-Koeffizienten

Die Fourier-Koeffizienten ag, an, b, konnen aus den folgenden Gleichungen durch Integration iiber
eine Periodendauer ermittelt werden. Auf eine Herleitung der Gleichungen wird in dieser Vorlesung ver-
zichtet.

Die untere Integrationsgrenze tog kann frei gewdhlt werden. Oft gelingt es, durch
eine giinstige Wahl von  tg den Rechenaufwand deutlich zu reduzieren.
Die Periodendauer der Zeitfunktion ist  T.

1 to+T B to+T 9 to+T
a0 = / f(t)dt; a,= T / f(t) - cos(nwyt) dt; by T / f(t) - sin(nwt) dt
to to to

Kennt man die Fourier-Koeffizienten ag, an, by, kann mit ihnen die Zeitfunktion
berechnet werden.

f(t) = ao + Z ap - cos(nwit) + Z by, - sin(nw; t)

n=1 n=1

In manchen Fillen ist es vorteilhaft, anstelle der Zeit t  die Variable

als Argument der Funktion ( mit der Periode 27 ) zu verwenden.
Auch hier ist die untere Integrationsgrenze x¢ frei wihlbar.

1 Xo+27m 1 Xo+27m 1 Xo+27m
a0 = 5 / f(x)dx; an= — / f(x) - cos(nx) dx; by, = = / f(x) - sin(nx) dx
X0 X0 Xo

Als Ergebnisse erhélt man die gleichen Fourier-Koeffizienten ag, a,, b,  wie oben
und kann mit ihnen jeden Wert der Funktion berechnen.

f(x) = ap + Z a, - cos(nx) + Z by, - sin(nx)

n=1 n=1

Bedeutung wichtiger Grofien:

Formelzeichen Bedeutung ‘
T= % Periodendauer bei periodischen Zeitfunktionen f (t)
27 Periodenintervall bei periodischen Funktionen f (x)
ap, Ao Gleichanteil, arithmetischer Mittelwert
f, = % Grundfrequenz U7-10
wy = 27y Grundkreisfrequenz
a;, b1; A1, p1 Kennwerte der Grundschwingung
n ganze Zahl, sie bestimmt die Ordnung der Harmonischen
an, bn;  Ajn, ¥n Kennwerte der n-ten Harmonischen
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2.8.2 Auswirkung von Symmetrien auf die reelle Fourier-Reihe

Besitzt die periodische Funktion f(t) bzw. f(x) eine oder auch zwei der folgenden Symmetrie-
Eigenschaften, vereinfacht sich die Berechnung der reellen Fourier-Koeffizienten und Teile der Koeffizien-
ten besitzen dann den Wert Null.

Bei geraden Funktionen gilt : f(t) =f(—t) bzw. f(x)={f(—x)
Der Graph von f(t) bzw. f(x) verlduft achsensymmetrisch zur y-Achse.

Das Integrationsintervall kann in diesem Fall auf eine Halbperiode reduziert werden.
Zum Ausgleich dafiir werden die Ergebnisse der modifizierten Integrale doppelt gezihlt.

In solchen Funktionen kénnen keine ( punktsymmetrischen ) Sinus-Anteile enthalten sein.

Deshalb gilt: b, =0

T/2 T/2
2 4
a0 = 7 / f(t)dt; a,= T / f(t) - cos(nwyt) dt
0 0
1] 2 [
ag = — / f(x)dx; a,== [ f(x)-cos(nx)dx
™ ™
0 0

Bei ungeraden Funktionen gilt :  f(t) = —f(—t) bzw. f(x)=—f(—x)
Der Graph von f(t) bzw. f(x) verlduft punktsymmetrisch zum Ursprung.

Das Integrationsintervall kann in diesem Fall auf eine Halbperiode reduziert werden.
Zum Ausgleich dafiir werden die Ergebnisse der modifizierten Integrale doppelt gezahlt.

In solchen Funktionen konnen keine ( achsensymmetrischen ) Cosinus-Anteile enthalten sein.

Deshalb gilt: ag=a, =0

b, =

EIFS
o\g

f(t) - sin(nwqt) dt by = %/f(x) - sin(nx) dx

Gerade Halbperioden-Symmetrie : f(t + T/2) =f(t) bzw. f(x+7)=1f(x)
Die Funktion besteht aus zwei identischen Halbperioden. Deshalb kénnte diese Funktion auch
modifiziert mit halbierter Periodendauer und doppelter Grundfrequenz untersucht werden.

Das Integrationsintervall kann auch in diesem Fall auf eine Halbperiode reduziert werden.
Zum Ausgleich dafiir werden die Ergebnisse der modifizierten Integrale doppelt gezihlt.

In solchen Funktionen kénnen keine Harmonischen ungerader Ordnung enthalten sein.

Deshalb gilt: a, =b, =0 fiir n=1,3,5"79,...( ungerade)

T/2 T/2 T/2
2 4 4 .
a0 =2 [t at: an=1 [ 1) costmart)dt: by =1 [ () singwat) de
0 0 0
1/ 2 [ 2 | .
ap = — /f(x) dx; a,= - /f(x) -cos(nx)dx; by,= = /f(x) -sin(nx) dx
0 0 0
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Ungerade Halbperioden-Symmetrie : f(t + T/2) = —f(t) bzw. f(x+7)=—f(x)

Die Teilverldufe der Halbperioden unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen.

Das Integrationsintervall kann auch in diesem Fall auf eine Halbperiode reduziert werden.
Zum Ausgleich dafiir werden die Ergebnisse der modifizierten Integrale doppelt gezihlt.

In solchen Funktionen kénnen keine Oberschwingungen gerader Ordnung enthalten sein.

Deshalb gilt: apg=0; a,=b,=0 fiir n=246,810...( gerade)

T/2 T/2
a, = % of f(t) - cos(nwyt) dt ; b, = % of f(t) - sin(nwyt) dt
a, = %ff(x) - cos(nx) dx ; b, = %f f(x) - sin(nx) dx

0 0

Funktionen mit kombinierten Symmetrieeigenschaften

Gerade oder ungerade Funktionen mit einer Halbperioden-Symmetrie

Das Integrationsintervall kann in solchen Féllen auf eine Viertelperiode reduziert werden.
Zum Ausgleich dafiir werden die Ergebnisse der modifizierten Integrale vierfach gezéhlt.

Bei geraden Funktionen | Bei ungeraden Funktionen
mit gerader bl,b27b37b4,b5,b6,... ap, ai,az,a3,04,05,06, ...
HP- Symmetrie und auch und auch
entfallen ai,as,as, a7, a9, . .. b1,b3,b5,b7,b9,...
mit ungerader bl,b27b37b4,b5,b6,... ap, ai,a2,a3,04,05,06, ...
HP- Symmetrie und auch und auch
entfallen ag, Qs,a4,0q,08, ... bo, by, bg, bs, . . .
4 T/4 8 T/4 8 T/4 -
ap = 7 ({ f(t)dt; an = of f(t) cos(nwit) dt; by = F of f(t) sin(nwt) dt
/2 /2 /2
ap = % [ f(x)dx; an= % [ f(x)-cos(nx) dx; b,= % J f(x) - sin(nx) dx
0 0 0

Das Programm | FOURIER | gibt mit den Zeitfunktionen Nr. 1 und 2 eine anschauliche Erkldrung,

warum bei Signalen mit doppelten Symmetrien viele der Fourier-Koeffizienten entfallen.

Ergénzen Sie - wo es erforderlich ist - die folgenden Aussagen:

Das Produkt zweier gerader Funktionen ergibt eine gerade Funktion.

Das Produkt einer geraden und einer ungerader Funktion ergibt eine gerade Funktion.
Das Produkt zweier ungerader Funktionen ergibt eine gerade Funktion.

Der Quotient aus zwei geraden Funktionen ergibt eine gerade Funktion.

Der Quotient aus einer geraden und einer ungerader Funktion ergibt eine gerade Funktion.
Der Quotient aus zwei ungeraden Funktionen ergibt eine gerade Funktion.

Die Summe zweier gerader Funktionen ergibt eine gerade Funktion.

Die Differenz zweier gerader Funktionen ergibt eine gerade Funktion.

Der Summe zweier ungerader Funktionen ergibt eine gerade Funktion.

Der Differenz zweier ungerader Funktionen ergibt eine gerade Funktion.
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Ergénzen Sie die dargestellten Zeitfunktionen so, dass sie die angegebenen Symmetrie-Eigenschaften er-
halten und vervollstéandigen Sie die Texte neben den Zeitverldufen.

f(t) A

f(t) sei eine gerade Funktion

ag =

Die Fourier-Reihe enthilt nur

Y

t/T

- Terme

-1 Alle n=0

f(t) sei eine ungerade Funktion

ag =

> Die Fourier-Reihe enthilt nur

t/T

- Terme

-1 Alle n=20

f(t) besitzt eine ungerade HP-Symm.

ag =

> Die Fourier-Reihe enthélt nur Ober-

t/T schwingungen ungerader Ordnung

Es entfallen alle a, , by,

-1 fiir n = ungerade

f(t) besitzt eine gerade HP-Symm.

ag =

Die Fourier-Reihe enthélt nur Ober-

Y

t/T schwingungen ungerader Ordnung

Es entfallen alle a, , by,

-1 fiir n = ungerade
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Fourier-Reihen

und Effektivwerte einiger periodischer Funktionen f(x) = f(x + 27)

fi(x _ 4 [sin(x) , sin(3x) |, sin(5x) , sin(7x)
I I
0 ; = ; Die Fkt. ist 0O gerade O ungerade —
L 1 x :ﬁwlt HP-Symm. 0O gerade O ungerade
== -
f. sin(a)cos(x sin(3a)cos(3x sin(5a)cos(5x
B g =  [n(eeest) | sin(Rajcosx) | sin(sojeon(E] | ]
ral 1— \ . )
0 - = ‘ w Die Fkt. ist 0O gerade O ungerade
| ‘ ' x££ wit HP-Symm. 0O gerade O ungerade Faegr = /22
i [ T ‘ — =
f3(x) 4 [cos(a)sin(x) |, cos(3a)sin(3x) , cos(5a)sin(5x)
+1 - - - ) =7 T + 3 + 5 te-
(. I I
0 ; = Die Fkt. ist 0O gerade 0O ungerade
+‘ ™ *}04 } x % wit  HP-Symm. 0O gerade O ungerade Faesr = /22
TR R N S
fa(x) _ 2 Ja , sin(a)cos(x) | sin(2a)cos(2x) , sin(3a)cos(3x)
+1 e _’_f4(x)—f §+ 1 + ) + 3 4+ ...
I I
0 = — Eﬂ' Die Fkt. ist 0O gerade 0O ungerade - — =
} } I x = wit HP-Symm. O gerade 0O ungerade deff =/ 7
I, [Py S
f5(x) _ 2 sin(a)sin(x) | sin(2a)sin(2x) | sin(3a)sin(3x)
—|—1777‘ 7777;7777T77;77f5(x)_om'—a2 12 92 32 .-
0 & > Py /ﬁ Die Fkt. ist 0O gerade 0O ungerade n
. } } ‘ = wit  HP-Symm. 0O gerade O ungerade Fser = 5
fo(x 8 [sin(x sin(3x sin(5x sin(7x _ -
a2 EENRELE e e R
0 ; = ; < Die Fkt. ist O gerade O ungerade n
\ w w1t HP-Symm. O gerade O ungerade Foer = V3
-1 dA-——4+——d——N——— -~
f7(x 2 [sin(x sin(2x sin(3x sin(4x
O G B T B TS
I I
0 ; ; Mﬂ Die Fkt. ist 0O gerade O ungerade I
L w w1t HP-Symm. O gerade O ungerade Frew = 5
;TR P B = b=
fs(x 2 [sin(x sin(2x sin(3x sin(4x
+1*Qt\+rf8(><)—f[ 1()+ (2 Ly g L 51 )+~--}:f5(xya%0)
I I
0 ; > ; Die Fkt. ist 0O gerade O ungerade n
- L } T~ wit  HP-Symm. 0O gerade O ungerade Fser = 5
T S R B S
fo(x) 4 [r2 cos(x) cos(3x) cos(5x) cos(7x)
+1 4-—————= ~ ;—— fo(x) 2|8 T Tz T 32 T T2 T T2 .
0 = = Die Fkt. ist 0O gerade 0O ungerade n
\ x E w1t HP-Symm. O gerade O ungerade Foer = V3
-1 d—-—————- [—— ————— -~
f10(x) 4 [sin(a)sin(x) |, sin(3a)sin(3x) | sin(5a)sin(5x)
BN e R s
0 ! — 1 1 /ﬂ Die Fkt. ist 0O gerade 0O ungerade
} m i‘ Q@ M wit HP-Symm. O gerade O ungerade Fioer = /1 — 52
1 = — = g
f11(x) 41 cos(2x) cos(4x) cos(6x) cos(8x)
1 - o - -t =7l3-"1T3 ~385 57 719
I I I I
0 ; ‘ ; Die Fkt. ist 0O gerade 0O ungerade
™ E?T F N
‘ ‘ ‘ x £ wit HP-Symm. 0O gerade 0O ungerade 1leff = 75
e e
fi2(x 1, 1. 2 [cos(2x) |, cos(4x) , cos(6x) , cos(8x)
+1777()f*f\***+***\**f12(x)*ﬁ+75m(x)7?[ 1.3 T 3.5 5.7 T 7.9 T
I I I I
0 ; = ‘ /ﬂ Die Fkt. ist O gerade O ungerade I
L } L x J‘i wit HP-Symm. 0O gerade 0O ungerade
1 A
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Beispiele reeller, nichtsinusformiger periodischer Funktionen:

Zeichnen Sie die Verldufe der Funktionen f;, fa, f3, f4 und f5 in die vorbereiteten Dia-
gramme und kreuzen Sie jeweils alle zutreffenden Aussagen an.
1 f1 (X)
05 -~ -t-""""9-""-"- oo Py
0.0 — 1 1 1
A =205  —m<e<m 05 --iooo{ooooo e
Y S S
P S
-1 0 1 2 3 =
fi(x): Oist gerade O ist ungerade O mit gerader HP-Symm. O mit ungerader HP-Symm.
In der Fourier-Reihe entfallen: Oag Oan Oager. O awng. Obp  Obger. O bung.
I f2 (X) I I I
1 N [ [
cos x Iz : : : :
fa(z) = 2 o l l l 1
0 2 S Tz < DN | I I I
0 T | T T T -
-1 0 1 2 3 =z
f2(x): Oist gerade O ist ungerade O mit gerader HP-Symm. O mit ungerader HP-Symm.
In der Fourier-Reihe entfallen: Oag Oan Oager. O awng. Obp  Obger. O byng.
1 L f3 (1\:) I I I [} I} I} I
T T S R
_g S t < E I I I I I I I | |
T < t < 3T | | | | | | | | |
f3 (t) = 38T_ 8'5T 0 | | | | I I I I I
- ? S t < ? I I I I I I I I I
0 %St<% —177T77 777777\777\777\777777T77777\t
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 T/8
fa(t): O ist gerade O ist ungerade O mit gerader HP-Symm. O mit ungerader HP-Symm.
In der Fourier-Reihe entfallen: Oag Oan, Oager. O ayng. Obp  Obger. O byng.
fa(t)
1 N [ [
P S | | |
f4(t)={ , s <§T | | | ot
—7at2 75t< S A R S I Y
-1 0 1 2 3
fa(t): O ist gerade O ist ungerade O mit gerader HP-Symm. O mit ungerader HP-Symm.
In der Fourier-Reihe entfallen: Oag Oan Oager. O awng. Obp  Obger. O byng.
I f5 (X) I I I
1 N [ [
fs(x) = | cos(x) | | l l l
0 — | | | |
-1 0 1 2 3 /2

O ist ungerade

an

f5($13)3

In der Fourier-Reihe entfallen:

O ist gerade

Oa, O Ager.

O mit gerader HP-Symm.

0) Ayng.

Obn  Obger. O bung.

O mit ungerader HP-Symm.
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Reelle Fourier-Koeffizienten zur Ségezahn-Funktion mit Gleichanteil | f;(x) auf Seite Nr. 17 |

Die einseitigen Linienspektren wurden mit dem Programm
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DARGESTELLT SINDDIE RELLEMN FOURIER- KOEFFIZIENTEN ALS SINUS-AMPLITUDEN UND PHASEMNwWINKEL FUR
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2.9 Berechnung komplexer Fourier-Reihen mit Integralen

Unter Verwendung der Ergebnisse fiir die reellen Fourier-Koeffizienten kann man auch zu einer gleich-
wertigen komplexen Darstellung kommen.

Am Beispiel der reellen Fourier-Reihe der reellen Zeitfunktion f(t) nach Seite 12

f(t) = apg+ Z [an - cos(nwit) + by - sin(nwit) ]

n=1

soll im Folgenden der Ubergang zur komplexen Form der Fourier-Reihe vorgestellt werden.

2.9.1 Berechnung der komplexen Fourier-Koeffizienten

Aus der Eulerschen Gleichung e @ =cosa+jsina und e 3% =cosa—jsina erhilt man durch

Addition und Subtraktion cosa = W und sina = ew_zije—wz.

Setzt man in den soeben gefundenen Ausdriicken fiir Sinus und Cosinus « =nwyt kann man diese
Beziehungen in der Summe von f(t) einsetzen.

0 e.] nwit —jnwit e] nwit _ ,—jnwit
f(t) = apg+ Z [an —|—2e + bn 2.e } wird umgeformt in
J
n=1
o) - . bn ) N . bn .
f(t):ao-l—Z{(ia 2‘] )e’nmt—i—(ia +2‘] )e‘“’”lt].
n=1

Vergleicht man diese Form mit der folgenden Darstellung

U11-13

o0
B(6) = co+ ) [en@™t + e e dmt],
n=1

konnen die komplexen Koeffizienten ¢, als Funktionen
der reellen Fourier-Koeffizienten ag, a,, b,  angegeben werden.

Co=ao; gn:7a“72Jb“; g,n:g*;:ia“?b“

Ersetzt man in den Gleichungen zur Berechnung der reellen Fourier-Koeffizienten auf Seite 12 die Sinus-
und Cosinus-Funktionen durch die oben angegebenen komplexen Exponentialfunktionen, erhélt man eine
Gleichung zur einheitlichen Berechnung fiir alle komplexen Fourier-Koeffizienten. Auf die anschauliche
Darstellung der komplexen Drehzeiger im Programm sei an dieser Stelle noch einmal hin-

gewiesen.

Die Beitrdge mit —n fir n=0 undfir n fithren dazu, dass die Laufzahl n der Reihe
mit den komplexen Koeflizienten folgende ganzzahligen Werte annimmt —oo < n < oo.
to+T fe’e)
1 : .
= f(t) - e ™1t dt und zugehorig f(t) = Z c, -ednwt
o n—=—oo
1 xXo+27 [e%s}
_ L —Jnx o _ . ad DX
Cn = 5 / f(x)-e dx und zugehorig f(x) = n_z c, - €
X0 =—

Bei dieser Darstellung treten wie auch bereits auf Seite 4 negative ( Kreis- ) Frequenzen im zweiseitigen
Linienspektrum der Reihe auf.

Die komplexen Gréflen ¢, lassen sich (wie oben geschehen) in kartesischer Form durch ihren Real-
und Imaginérteil oder dquivalent auch in Polarform durch ihren Betrag und Winkel darstellen:

a .b j
cn=% "5 en=chi  ca=le,ldTn fir n>0

—n

€Cop=4ao0;

Gleichungen zur Umrechnung der Fourier-Koeffizienten finden Sie auf Seite 11.
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2.9.2 Auswirkungen von Symmetrien auf die komplexe Fourier-Reihe

A.) UNGERADE FUNKTION ( Punktsymmetrie zum Ursprung ):

Alle komplexen Koeffizienten der Fourier-Reihe sind in diesem Fall rein imaginér.
Reelle Fourier-Koeffizienten: ag=0; a, =0
an—jbn :b

Daraus folgt: cq=0; c,=23P2 = _jBu. ¢  =c%
T/2 -
Qn:—j-% ({ f(t) -sin(nwit)dt ; Qn:_j'%off(x)'Sin(nX)dX

Al)) UNGERADE FUNKTION MIT UNGERADER HALBPERIODEN-SYMMETRIE:

In der komplexen Fourier-Reihe treten nur imaginire Koeffizienten ungerader Ordnung auf.

Reelle Fourier-Koeffizienten: ag=0; ay =0; bpy_ger =0

Daraus folgt : €y =05 Cpger =03  Cpung = —jb—zn ;€ p—ung = Chung
T/4 /2
gn:ung:—j-% [ £(t) -sin(nwit)dt ; gn:ung:—J-% J £(x) - sin( nx ) dx
0 0

A2)) UNGERADE FUNKTION MIT GERADER HALBPERIODEN-SYMMETRIE:

In der komplexen Fourier-Reihe treten nur imaginire Koeffizienten gerader Ordnung auf.

Reelle Fourier-Koeffizienten: a9 =0; a5 =0; by—ung =0

Daraus folgt : €0 =05 Cpung=0; Cpoger = —jb—zn ;€ p—ung = Ch—ung
T/4 /2
Cnger = —J-a [ f(t) -sin(nwit)dt ; cpgee=—j-2 [ f(x)- sin(nx)dx
0 0

B.) GERADE FUNKTION ( Symmetrie beziiglich der y-Achse ):

Die Koeffizienten der Fourier-Reihe sind in diesem Fall rein reell.

Reelle Fourier-Koeffizienten: b, =0

Daraus folgt : ¢ =aop ; gn:a“——zjbnza—z"; C_n=Cpn=Cin
T/2 T
Cin=n [ f(t)-cos(nwit)dt ; c., =121 [f(x) cos(nx)dx
0 0

Bl.) GERADE FUNKTION MIT UNGERADER HALBPERIODEN-SYMMETRIE:

In der Fourier-Reihe treten nur reelle Koeflizienten ungerader Ordnung auf.

Reelle Fourier-Koeffizienten: a9 =0; an—ger =0; by =0

Daraus folgt : 20:0;gn:%:a—;;Q_n:QnZQbﬁQin:ger:O
T/4 /2
Coincung = T of f(t) - cos(nwit)dt ; Cip_yng =2 of f(x) - cos( nx ) dx

B2.) GERADE FUNKTION MIT GERADER HALBPERIODEN-SYMMETRIE:

In der Fourier-Reihe treten nur reelle Koeffizienten gerader Ordnung auf.
Reelle Fourier-Koeffizienten: an—ung =0; b =0

. . _ . _ an—jbn __ a, . _ _ . _
Daraus folgt : cg=ap; c, = 25" = 2 3C n=Cn=Cin;iCin—ung =0

Hls

T/4
Cin—ger = of f(t)-cos(nwit)dt ; Copger =2 of f(x) - cos( nx ) dx
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Komplexe Fourier-Koeffizienten zur Sigezahn-Funktion mit Gleichanteil [ f1(x) auf Seite 17 ]

Die zweiseitigen Linienspektren wurden mit dem Programm

FOURIER REIHE | berechnet.

Seite 21

REALTEILE IMAGINARTEILE
0.5000000
cre[-15]= 0.00 cim[-15]= 0.0212207
cre[-14]= 000 cim[-14]=0.0227364
REALTEIL- cre[-13]= 000 cim[-13]= 0.0244854
AMPLITUDEN cre[12]= 000 cim[-12]=-0.0265255
ereln] cre[-11]= 0.00 cim[-11]= 0.0289373
cre[-10]= 0.00 cim[-10]=-0.0318310
00000000 cre[-09]= 000 cim[09]= 0.0353678
cre[-08]= 0.00 cim[-08] = -0.0337587
cre[-07]= 0.00 cim[-07 ] = 0.0454728
cre[-05]= 0.00 cim [ 06 ] = -0.0530516
cre[-05]= 0.00 cim[-05]= 0.0535520
cre[-04]= 000 cim[-04]=-0.0735775
cre[-03]= 0.00 cim[-03]= 0.1061033
cre[-02]= 0.00 cim[-02]=-0.1591549
-0.5000000 SRR cre[-01]= 000 cim[-01]= 0.3183099
07183099 ?35?”14514”3 fwimfﬁffﬁnﬂiﬂ’:ff4:lﬁ° cre[+00]=-05000000 < GLEICHANTEIL
i i cre[+01]= 0.00 cim [ +01 ] =-0.3183099
cre[+02]= 0.00 cim[+02]= 01591543
IMAGTEIL- cre[+03]= 0.00 cim[+03] = -0.1061033
AMPLITUDEN cra[+04]= 0.00 cim[+04]= 00735775
cimin] cre[+05]= 000 o im [ +05 | = -0.0B36620
cre[+06]= 0.00 cim[+06] = 0.0530516
0.0000000 cre[+07]= 0.00 cim[+07 ] = -0.0454728
cre[+08]= 0.00 cim[+08]= 0.0397887
cre[+09]= 0.00 cim[+09] = -0.0353678
cre[+10]= 0.00 cim[+10]= 0.0318310
cre[+11]= 0.00 cim[+11]= 00283373
cre[+12]= 0.00 cim[+12]= 0.0265258
cre[+13]= 0.00 cim[+13] = 0.0244854
cre[+14]= 0.00 cim[+14]= 0.0227364
03183099 cre[+15]= 0.00 cim[+15] = -0.0212207
DARGESTELLT SINDDIE KOMPLEXEMN FOURIER- KOEFFIZIENTEN HACH REAL-UND IMAGINARTEIL FOR  n=-30...30
05000000 lcl BETRAGE PHASENwWINKEL
lel[-15]= 0.0212207  PHI[-15]= 90.000
lel[-14]= 0.0227364  PHI[-14]= -30.000
BETRAGS- lcI[-13]= 0.0244854  PHI[-13]= 30.000
aMPLITUDEN lcl[-12]= 0.0265255  FHI[-12]= -90.000
lelln] lcl[-11]= 00289373 PHI[-11]= 90.000
: lel[-10]= D.OF1830 FHI[-10]= -90.000
i lcl[-09]= 0.0353678  PHI[-09]= 90.000
; lel[-08]= 0.0397887  PHI[-08]= -90.000
: lcl[-07|= 0.0454728  PHI[-07]= 90.000
dM. lcl[-08]= 0.0530516  PHI[-05]= -90.000
i ; lel[-05]= 0.0B3BE20  PHI[-05]= 90.000
: i lcl[-04]= 00795775  PHI[-04]= -30.000
IIIIII "l l" lel[-03]= 01061033 PHI[-03]= 90.000
. ; : lel[-02]= 01591548  PHI[-02]= -30.000
0.0000000 3 “""“""""- i ---.-"“""?""?“' . lel[-01]= 03183093 PHI[-.01]= 90.000
30 2% 20 45 40 & 0 5 10 15 n=f/f-> 30
180° 42771947777 47777 4777747172471 72 4172 da 11 da e e [cl[+00]= 05000000 <~ GLEICHAMTEIL
PHASEN- | lcl[+01]= 03183093 PHI[+01]= -30.000
wNKEL lcl[+02]= 01591549 PHI[+02]= 90.000
PHI[n] lcl[+03]= 01061033  PHI[+03]= -90.000
a0 lcI[+04]= 0.0795775 PHI[+04]= 90.000
lc|[+05]= D.0E36E20  PHI[+05]= -30.000
lcl[+06]= 0.0530516  PHI[+06]= 90.000
o lc|[+07]= 0.0454728  PHI[+07 ] = -90.000
lcl[+08]= 0.0397337  PHI[+08]= 90.000
lc1[+09]= 0.0353678  PHI[+09]= -30.000
lel[+10]= 0.O318310 PHI[+10]= 90.000
80 leI[+11]= 00289373  PHI[+11]= -90.000
lcl[+12]= 00265258 PHI[+12]= 90.000
lcl[+13]= 0.0244854  PHI[+13]= -90.000
lcl[+14]= 0.0227364  FHI[+14]= 90.000
A0 lel[+15]= 0.021220F  PHI[+15]= -90.000
DARGESTELLT SINDDIE KOMPLEXEN FOURIER- KOEFFIZIENTEN MACH BETRAG UND PHASENWINKEL FUR  n=-30..30
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2.10 Die Diskrete Fourier-Transformation | DFT ]

Lassen sich keine Stammfunktionen zu den Integralen bei der Berechnung der Fourier-Koeflizienten ange-
ben oder liegt die periodische Funktion f(x) nur als Messkurve oder als Wertetabelle vor, verwendet
man die DFT. Man ersetzt bei diesem wichtigen Rechenverfahren alle Integrale durch Summen und kann
damit Ndherungswerte fiir die Fourier-Koeffizienten berechnen.

Dazu wird das Periodenintervall 0<x< 27 in N Streifen der Breite h = ZWF unterteilt.

Aus den Funktionswerten f(x;) an den #quidistanten Stiitzstellen x; =i-h =1i- 2W7r werden Néhe-

rungswerte fiir die Integrale ermittelt. Fiir die Laufzahl 1 gilt 0<i<N -—1.

Nach der
TRAPEZREGEL
gilt als Naherung
fiir die Flache
unter der Kurve

f(x) fir N=4: Flache 1
X

XN W

J f(x) dx~ 3 [f(xo0)
X=Xq

xN N-1

[ fx) dx~ 3 [f(XO) +2 3 f(xi) + f(xN)} — Fliiche 1 + Fliche 2 + Fliche 3 + Fliche 4
x=xo i=1

27
Damit erhélt man aus der Gleichung fiir die Fourier-Koeffizienten an =1 [ f(x) - cos(nx) dx
x=0

N-1
dann  az~ap==+-3- % [f(xo) -cos(nxg) + 2 Z:l f(xi) - cos(nx;) + f(xn) - cos(nxy) | .

Wegen der Periodizitdt von f(x) sind die beiden Beitriige in den eckigen Klammern auferhalb des
Summenzeichens gleich grof}, sodass eine Zusammenfassung mit der Summe moglich ist.

Durch analoge Herleitungen findet man auch fiir die Fourier-Koeffizienten ao _bzw. b, die zu-
gehorigen Summen zur Berechnung der angenéherten Koeffizienten a; und by.

Der Rechenaufwand ist bei groBem N wegen der vielen Sinus- und Cosinus-Aufrufe erheblich.

N-1 N-1 - N-1
ag = % > f(x) a, = % > f(xi) - cos(nx;); by = % > f(x;) - sin(nx;) ; n=1,2,3,...
i=0 i—0 i=0

Aus N  Stiitzwerten lassen sich maximal N angenédherte Fourier-Koeffizienten berechnen.

Zur Verfiigung stehen abhéngig von N jedoch grundsitzlich nur die Kennwerte der folgenden Cosinus-
und Sinus-Anteile:

N = gerade : N = ungerade :
_ ai, az, as, ag, _ _ ai, az, as, a4, a(N,]_)/z
a, ~ @~ o~ = an/2 a, ~ o~ o~ = ~

bl; b25 b37 b45 bl; b27 b35 b45 s b(N—l)/2

Verwendet man alle N  Koeffizienten, wird das Fourier-Polynom f’(x) zum Interpolationspoly-
nom von f(x) und nimmt an den Stiitzstellen x;  exakt die vorgegebenen Funktionswerte  f(x;)
(bei Sprungstellen den arithmetischen Mittelwert von rechts- und linksseitigem Grenzwert, siehe dazu
Seite 7) an.

_ N2 ~ 5
N = gerade : f(x) = a0 + > [an - cos(nx) + by, - sin(nx) } + =52 cos(5x)
— n=1
(N-1)/2

N = ungerade : f(x) = ap + > [5,1 - cos(nx) + by, - sin(nx) }

n=1
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Ein Beispiel soll das Vorgehen bei der Berechnung angendherter Fourier-Koeffizienten eines periodischen,
reellen Signals wu(x) mit Hilfe der DISKRETEN FOURIER — TRANSFORMATION
(DFT) verdeutlichen, bei der an Stelle von Integralen Summen nach Seite 22 ausgewertet werden.

Zu berechnen sind die angeniherten Fourier-Koeffizienten ap ; 61 ; und Sz.

Das Signal u(x) besitzt folgende Symmetrien: 5 + ux)
N N
\\ \\
Welche Koeffizienten kénnen bei N =10  Stiitz- 1 g
stellen in einer Periode berechnet werden? \\
0 >
—T 0 s 2w
0 5 0

Welcher Wert ist an der Sprungstelle fiir u(x) einzusetzen? wu(x ==+n)=

Zur Berechnung verwendet man vorteilhaft eine Tabelle z.B. nach dem folgenden Muster.

Lo o[ v [ o 3 [ &[5 [ 6 | 7 [ 8 |9 |
T; 0 0.2w 0.4mw 0.6 0.8m 7r 1.27 147 1.6 1.87
x;/° 0 36 72 108 144 180 216 252 288 324

sin(x;) || 0.0000 | 0.5878 | 0.9511 | 0.9511 | 0.5878 | 0.0000 | -0.5878 | -0.9511 | -0.9511 | -0.5878

sin(2x;) || 0.0000 | 0.9511 | 0.5878 | -0.5878 | -0.9511 | 0.0000 | 0.9511 | 0.5878 | -0.5878 | -0.9511

ag=n > f(xi)=15/1+08+06+04+02+1.0+18+16+1.4+1.2]=1.0000

by = 2 2%) f(x;)-sin(1-x;) = [1-0+0.8-0.5878 + 0.6 - 0.9511 + 0.4 - 0.95511 + 0.2 - 0.5878+
+1-0+1.8-(-0.9511) + 1.6 - (—0.9511) + 1.4 - (—0.9511) + 1.2 - (—0.5878)] = —0.6156

=2 Y f(x;) - sin(2-x;) = 2[1-0+0.8-0.9511 + 0.6 - 0.5878 + 0.4 - (—0.5878)+

Beim Betrachten der Tabelle fillt auf, dass sich viele Werte als Folge der Periodizitit von sin(x) und
sin(2x) systematisch wiederholen. Diese Erkenntnis kann dazu verwendet werden, die notige Rechenzeit
fir die DFT zureduzieren. Die FFT (Fast Fourier Transform), niitzt alle Rechenvorteile aus und
erlaubt deshalb speziell bei groflen Werten von N im Vergleich zur DFT eine sehr schnelle Be-
rechnung der angendherten Fourier-Koeflizienten periodischer Funktionen.

Untersucht man die relativen Fehler ¢ der numerisch bestimmten Fourier-Koeffizienten Bl, Bz im
Vergleich zu den exakten Werten by, ba , zeigt sich eine starke Abhéngigkeit von der Zahl der Stiitz-
stellen N . Tendenziell werden die Koeffizienten fiir die hoheren Harmonischen ungenauer bestimmt, da
nur wenige Stiitzstellen in deren Periodenintervall fallen.

| b | B | e e | B | = |
N =10 || -0.6366 | -0.6156 | -3.312 % || 0.3183 | 0.2753 | -13.519 %
N =32 || -0.6366 | -0.6346 | -0.321 % || 0.3183 | 0.3142 | -1.288 %

U 14

Festigen Sie Ihr Verstéindnis auch mit dem Programm das fiir eine Anzahl von Signalen auch
die zugehorigen Teilschwingungen darstellen kann.

Verwendet man bei einer Funktion alle berechenbaren angenéherten Fourier-Koeffizienten, erreicht man
eine ideale Interpolation aller Stiitzstellen.
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2.11 Wichtige Kenngroflen periodischer nichtsinusférmiger Signale

In diesem Abschnitt werden einige Kenngrofien eingefiihrt, die zur Charakterisierung von verzerrten, pe-
riodischen Signalen geeignet sind. Stellvertretend fiir alle denkbaren Signale werden die Definitionen am
Beispiel der Spannung behandelt.

2.11.1 Arithmetischer Mittelwert ( U =u(t) )

Er entspricht den Fourier-Koeflizienten ag = Ag =c¢, und wird durch einen Balken iiber dem For-
melzeichen markiert. Diese Grofle wird allgemein Gleichanteil oder bei Spannungen bzw. Strémen auch
Gleichspannungs- bzw. Gleichstrommittelwert genannt.

o to+T o Xo+27
U=u(t)=4 [ u(t)dt bzw. U=ux)=5 [ u(x)dx
to Xo

Meist ist es moglich, diesen Wert direkt ohne Integral durch Flachenbetrachtungen zu ermitteln.

2.11.2 Effektivwert ( U=Ugr , RMS : = root mean square value )

Er kann rechnerisch aus der Zeitfunktion u(t) bzw. wu(x) mit der Gleichung

to+T Xo+27
Ueﬁ‘ = % f u2 (t) dt bzw. Ueff = % f u2 (X) dx
to *o

oder aus den Fourier-Koeffizienten =~ Ag (= Gleichanteil ), A;, A2, Ag, ... ermittelt werden.

Uar = /a3 + [55] + [32] + [38] + = O+ Vlan Vg + Un

Da die Fourier-Koeffizienten A, Ag, Ag, ... die Spitzenwerte der sinusférmig verlaufenden Schwin-

gungen kennzeichnen, geht man zweckméafig auf deren Effektivwerte Uj g = A—\/% fiir die Grund-
An

schwingung und Uy e = N fiir die n-te Oberschwingung iiber.

Zum Effektivwert tragen ( soweit im Signal vorhanden ) der Gleichanteil,
die Grundschwingung und auch alle Oberschwingungen bei.

Mit geeigneten elektronischen Wandlern gelingt auch die relativ genaue Messung des ’echten Effektivwer-
tes” ( TRMS ), der auch bei nichtsinusférmigen Spannungen und Strémen zutrifft. Diese Anzeige bieten
heute viele der digital anzeigenden Multimeter.

Mit speziellen Bausteinen koénnen solche Messungen auch bis zu sehr hohen Frequenzen durchgefiihrt
werden ( AD 8361: Genauigkeit + 0.25 dB  im Frequenzbereich 0 < f < 2.5GHz ).

Beispiele unter Bezug auf Seite 16:

1. Ermitteln Sie den arithmetischen Mittelwert U; und den Effektivwert Ujeg der unipolaren
Spannung uy(x) =4V + 3V -f1(x). Skizzieren Sie zuerst den Verlauf von uj(x).

2. Berechnen Sie den Effektivwert Uszeg der bipolaren Spannung wuz(x) =1V -f5(x) und ermit-
teln Sie welchen Einfluss die Variation 0 < a <7 auf das Ergebnis hat. Skizzieren Sie auch hier zuerst
den Verlauf von uz(x).

2.11.3 Formfaktor ¢

Als Formfaktor eines Signals bezeichnet man den Quotienten aus dem Effektivwert und dem arithmeti-
schem Mittelwert des Betrages, der auch ’Gleichrichtwert’ genannt wird.

%iﬂma

0
T
/Mma

Uy VO]
)]~ Tu(o)]

Sl =
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2.11.4 Klirrfaktor k wund Grundschwingungsgehalt g
g—VI“i2

Definitionen:  k — Effektivwert aller Oberschwingungen .
e —  Effektivwert des Wechselsignals — ’

[u(t) — U —uy(t) ]2dt

L —n

© 1
U2 U2 —
2 2 T Ju -, N\ T

Sz | UZg - 02 | UZg - 02 | UZg - 02
o n eff Uj ¢ und uy(t) beziehen sich auf die Grundschwingung.

ACHTUNG: Im Nenner ist nur das Wechselsignal ( ohne Gleichanteil ) zu beriicksichtigen!

Am Wert von k kann man die Abweichung eines Signals von der Sinusform (mit k=0 ) ablesen.
Welcher Zeitverlauf fithrt zu einem Klirrfaktor k — 100 % ?

Durch geeignete Schaltungskonzepte erreicht man heute im Audio-Bereich Klirrfaktoren k < 0.1%.
Gelegentlich wird auch der Klirrfaktor k, fiir die n-te Oberschwingung angegeben:

kn — Un eff
/U2, — 02

Manchmal verwendet man auch die Klirrddmpfung ay, die in Dezibel ( dB ) angegeben wird:
ag =20dB - loglo(%) = —20dB - log10(k)

Ein vor allem in den USA (und in PSPICE) gebriuchliches Ma#f fiir Verzerrungen wird Total Harmonic
Distortion (THD) genannt. Beachten Sie die vom Klirrfaktor abweichende Definition.

i U2 Berechnet man fiir ein Signal beide Kennwerte, gilt
Ly omelt die Relation ~ THD  k
THD = —(F——
1 eff

Berechnen Sie die Werte von k, g, ax, THD zu f1(x) auf Seite 17 und zu fg(x) auf Seite 16.

2.11.5 Scheitelfaktor ( crest factor ) o
_ Scheitelwert U
" Effektivwert  Ueg

Definition: o

1. Beispiel: ~ Sinusférmige Spannung u(t) = u - sin wt

)

2. Beispiel:  Unipolarer Rechteckpuls ( Einschaltdauer tejn =e-T)
U15-20

u(t)
la2. e T=u/e sl

eT
Ueg = (/& [02dt =
0

0 e-T T t
Bei einer kurzen Einschaltdauer (e klein ) ergibt sich ein grofier Scheitelfaktor o .
Beispiel: Fiir T =100us, e€=0.01, u=10V ecrhiltman U =1V, o=10.

Bei TRMS-Messgeriten ist neben der Anzeigegenauigkeit der zulidssige Wert von ¢ das wichtigste
Qualitétskriterium. Dieser Wert bestimmt die erforderlichen Aussteuerbereiche der nichtlinearen Wand-
ler zum Quadrieren und Wurzelziehen bei der Ermittlung des ’echten’ Effektivwertes.
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2.12 Leistungen bei nichtlinearen Verbrauchern

Im allgemeinen Fall liegt eine nichtsinusférmige periodische Spannung

u(t) mit der Grundkreisfrequenz w7 an einem nichtlinearen Bau-

element ( z. B. wie im Bild dargestellt an einer Halbleiterdiode D ) u(t)
und bewirkt einen Strom  i(t) der ebenfalls nichtsinusférmig und pe-

riodisch verlduft und dieselbe Grundkreisfrequenz w1 besitzt.

O My

u(t) =Ug+ > 0, -sin(vwit+ ¢u,) (1) it)y=Ip+ > iu ssin(uwit + i) (2)
p=1

v=1

2.12.1 Der allgemeine Fall: Spannung und Strom nichtsinusférmig

Zunéchst werden die Gleichungen fiir den allgemeinen Fall betrachtet, wobei auf eine ausfiihrliche Her-
leitung verzichtet wird.

Die Scheinleistung S [ Einheit VA | wird immer aus dem Produkt der Effektivwerte von Spannung
und Strom ermittelt. Sie erfasst alle Frequenzkomponenten und besitzt deshalb auch den gréfiten Zah-
lenwert aller Leistungen.

oo A~ 2 oo <
S = Ueg - Ig = (/U2 + [&] 12+ {_lu_]
”“\/"Eﬁ PN

Die Wirkleistung P [ Einheit W | lisst sich unabhiingig von den Kurvenformen bei Spannung und

Strom im Zeitbereich berechnen.
T+to
P=p(t)=7 [ u(t)-i(t)dt
to
Die Integration iiber eine Periode des Produktes von wu(t) nach Gl. (1) und i(t) mnach Gl (2
) ergibt wegen der Orthogonalitét der Sinus- und Cosinus-Funktionen nur dann von Null verschiedene

Beitriage, wenn Spannung und Strom gleichfrequent sind.

2

P=Uy-1I + h'i_’/'cos ur — Piv =Up-I + OOUl/eﬂ"'Iveﬂ"'cos ur — Piv
ooyglﬁﬁ (¢ Piv) 00;::1 (¢ Piv)

Im Unterschied zu den sinusférmigen Vorgéingen im zweiten Semester ( wo neben S und P nur noch
die [Feld-] Blindleistung Q auftreten konnte ) muss man hier den Begriff der 'Blindleistung’ allgemeiner
formulieren, da nun in der Scheinleistung auch Produkte von Spannungs- und Stromanteilen mit ver-
schiedenen Frequenzen auftreten kénnen.

Als Blindleistung Q [ Einheit var | bezeichnet man alle Leistungsbeitrige, die keine Wirkleistung
ergeben. Darin enthalten sind sowohl die aus dem zweiten Semester bekannte Feldblindleistung Qg
als auch die so genannte Verzerrungsblindleistung Qp. Die Ursache fiir diese Beitrége sind Signalver-
zerrung d.h. voneinander abweichende Kurvenformen von Spannung und Strom.

Q= Vs P - /QE 1 Q}

Die Trennung der Blindleistung in Feld- und Verzerrungsblindleistung ist nicht immer eindeutig méoglich
und wird deshalb hier nicht weiter betrachtet.

2.12.2 Spezialfall: Sinusférmige Spannung an einem nichtlinearen Verbraucher

Beim Betrieb eines nichtlinearen Verbrauchers an der sinusférmigen ( Netz-) Spannung u(t) nach Gl
( 3) fliefit ein Strom nach Gl. (4 ).

u(t) =a-sin(wit+¢u) (3) i(t) =To+ > i, -sin(uwit +¢i,) (4)
p=1
Die Scheinleistung S [ Einheit VA ] wird auch in diesem Fall aus dem Produkt der Effektivwerte

von Spannung und Strom ermittelt. Sie erfasst alle Frequenzkomponenten des Stroms und besitzt deshalb
auch im vorliegenden Fall den grofiten Zahlenwert aller Leistungen.

S:Ueff'Ieﬁ‘:\l/IE'

5 £ L]
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Die Wirkleistung P [ Einheit W ] ergibt sich hier ( da gleichfrequente Anteile von Spannung und
Strom nur bei der Grundfrequenz auftreten ) aus der folgenden Gleichung.

P =s(t) =si(t) = u(t) -i(t) = Ueg - Iy e - cOS(ou — ¢i1)

Ein Beispiel soll die Bedeutung dieser Gleichung zur Berechnung der Wirkleistung erldutern.

Spannung sinusférmig : u(t) =100V - sin(wt)
Strom nicht sinusformig :  i(t) =10 mA +20mA - sin(wt + 45°) + 15 mA - sin(2wt)

it)= io + i1(t) + ia(t)

u(t)

s1(t) = u(t) -i1(t) : Gleiche Frequenzen = Mittlere Leistung s1(t) =P = 0.7071'W
P =Uesr  Liesr - cos(pu — pi1) = 100V 20mA | cos(0° — 45°) = 0.7071'W

V2 V2

.....-.,.‘.‘S]_7 gerade
= ———— _,.;p"-.:---- -:'-,.-‘----

P-r-/=
0W e

s2(t) = u(t) - ia(t) : Verschiedene Frequenzen —> Mittlere Leistung s2(t) = OW

ow /NN AN

s(t) = u(t) -i(t) : Mehrere Frequenzen = Mittlere Leistung s(t) = P = 0.7071'W

Nur die Leistung s1(t) ergibt einen Beitrag zur Gesamtwirkleistung P, der nicht Null ist.
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Zuordnung der Spektralkomponenten des Stroms zu den verschiedenen Leistungen, die beim
Betrieb eines nichtlinearen Verbrauchers an sinusformiger Spannung auftreten

P U] 1
Spannung :  u(t) = U -sin(wit + ¢y) I
Uur = 0
V2 0 4
0o 1 2 4 5 n=f/f
Strom : i(t) =Ip+ > i, sin(vwit + @iy) LTI
v=1 IO
=TT o S | )
Ieff = I% + Z |:1\/_V—:| — 1(2) + Z 112/ eff 0 * * * ! *
v=11V2 v=1 0o 1 2 5 n=f/f
1. Scheinleistung 2. Wirkleistung
[u(f)| [U(f)]
u u
0 " " " " " 0 " " " " "
0 1 2 3 4 5 n=f/f; 0 1 2 3 4 5 n=1f/f;
()] I1(f)
Io |
0 ' ! ! | * 0 * * * * *
0 1 2 3 4 5 n=f/f; 0 1 2 3 4 5 n=1f/f;

Uber den Effektivwert I.g¢ tragen alle Spek-
tralanteile des Stroms zur Scheinleistung bei.

Wirkleistung entsteht nur durch gleich-
frequente Anteile von Spannung und Strom.

P =P; = Ue - T1 e - cos(ipu — 9i1) |

3. Blindleistung

a.) Bei der Grundfrequenz

[U(f)]
u
0 ‘ ‘ ‘ * *
0 1 2 3 4 5 n=f/f;
1L(£)]
0 ‘ ‘ * * *

o 1 2 3 4 n="f/f

[

Dieser Anteil kann durch Blindelemente ( dann liegt
Feldblindleistung vor ) oder auch durch die Verzer-
rung des Stromverlaufs ( dann handelt es sich um
Verzerrungsblindleistung ) entstehen.

‘Q1 = Uesr - I1 of - sin(pu — <Pi1)‘

=
=

-
et

b.) Bei den anderen Frequenzen

|
u
0 " " " " "
0 1 2 3 4 5 n=f/f

-

n:f/fl

[—)
e (=}
-

N -——
-—
-—

Diese Beitrédge entstehen nur durch verschieden-
frequente Anteile von Spannung und Strom: Verzer-
rungsblindleistung.

— 2 2
QRest - Ueﬂ' . Ieﬁ‘ - Ileﬁ‘

c.) Gesamte Blindleistung ( Feld- und Verzerrungsblindleistung sind hier zusammengefasst! )

Q = \/Q% + Q2Rest = \/SZ - P2
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Die folgenden zwei Beispiele wurden mit dem Programm LEISTUNGEN | berechnet.
§H PROGRAMM LEISTUNGEN 006 EUGEN MULLER FHMUNCHEN FAKULTAT 04EI Yersion 02.03 Stand 02.07.06 8l -olx|
ucty U may = 4.99931E+001 V: u min = -4 908E1E+001 V Anu Aumay = 5.00000E+001 ¥
Aumay {----ccco Ao
L e 2 ] n=f/f1
0.00000 4 P
.25 %0 0.75 o ot T -Auna R R
0° -
5.00000E-+101 e 2 i =1
I
| 1.00000E+001 | (0§ max = 225264000 A: 1 min = -3.12509E+000 A Ami Aimax = LSI000ER000 A
0.00000 L T """"" T """
_D onono N\ ] 2 3 m=f/f1
t P t . [ I el
0.00000 0.25 0.30 [I"5) Al tiT -Aimax 08
Py
s 2 i m=T/TL
0.00000 I
uft) = AQi + Adi-sin(l-wi t+2_11) Laufzahl | Laufzahl | NUR GLEICHE FREQUENZEN: m=n || NUR GLEICHE FREOUENZEN: m=n || NUR YERSCHIEDENE ALLE
+ ...+ Ami-sin{m-wl-t+Hz_mi) =ffl  |m=f/fl | UDeff-I0eff + und nur Wechselanteile n = 0 FREQUENZEN: n & m FREQUENZEN
|off = 1 47139E4000 A bei uCty| bed 30ty | Uneff-Ineff-cos(@ nu-B_ni) |f Uneff-Ineff-sin(@ nu-@ ni) Uneff2-Imeff: Uneffz-Imeffz
0 PO = 0.00000 U S0° = 000000 VAT
Ali= |Z200000E0D1 | A 1 5. 00000E+001 var? 5.00000E+001 WZAZ
B 0.00000 var? 0.00000 VA
Oeff= 200000E-001 A 3 0200000 vor? 0.00000 ¥2A2
S 0 0. 00000 var: 00000 VAT
AlISS 1.50000E+000 B4 1 P1= 3. 247 60E+001 W 0L = 1. E7S00E+001 var 517 = 1.40625E+003 VFAT
leff=  1.06066E-+000 s 2 0.00000 yar® .00000 ¥eA:
. ) 3 0.00000 var? 00000 WIAZ
@211 -2.00000E+001 , T z T I0000 var® 000000 T
- 1 E 6. 25000F+002 var® fi. 2S000E+107 WZAT
Adi= | 1.00000E+000 A 2 E P2 = 0.00000 W 0f2 = 0.00000 var 527 = 0.00000 ¥AZ
Defi=  TOFIOTEONT A E B 0. 00000 var® 0.00000 VEAT
o . i 0.00000 var® 0.00000 VA
@_2i= | 0.00000 1 6. 25000E+002 var? 6. 25000E+002 WA
: ! 2 0.00000 var? 0.00000 VA
Adi= | 1.00000E+000 | A 3 P3 = 0.00000 W 03 = 0.00000 var 337 = 0.00000 VAT
|3eff= 7.07107 E-001 A Gleichung: P=pl+p2+p3 Of = Ofl + Or2 + Of3 Spal tensumme 0d® Spaltensumme 52
; o : =3 =1 . z . A2
@ 3i= [300000Ean | Wert: P = 3.24760E+001 W 0Of = 1.B7S00E+D0L war 1. 30000E+003 var? 2.70625E+003 ¥ AZ
Bezei chnung: WIRKLEISTUNG P BLINDLEISTUNG Of BLINDLEISTUNG Od SCHEINLEISTUNG §
i Zeichnen und Leisbungen berechnen i Wirkleistung | Feld-Blindleistung | Velzarrungs-BIindlaistung| Scheinleistung | Invertieren Beenden
Im ersten Beispiel zu dem behandelten Spezialfall liegt eine sinusférmige Spannung vor.
§H PROGRAMM LEISTUNGEN 006 EUGENMULLER FHMUNCHEN FAKULTAT 04EI Yersion 02.03 Stand 02, 8l -1olx]
uct) W omay = 2,09577E+002 V; umin = -L.7L712e+002 ¥ Ahy Aumax = 1.00000E+002 ¥
Aumazx
! ——————— n=FiFL
3.00000E+101
s 4 4 ., -Aumay
A5 s et 0.¥s 100 £
5.00000E+101 h=TiTl
-180°
_1 OODO0E-+001 0§ max = 2.2345264000 A; § min = -3.12539E+000 A Ani Afmax = 1.50000E+000 A
7.07100E-+I01 /\/\ Amae
3.00000E+001 ) ] /'\ ‘ n=fifl
___ —
- . . h -A
T DUUDOE $002 25 0.25 0.50 Y5 mwootsT Jmax
m=f/F1
& 00000E-+001 1300
uft) = AD+ Aisin(lwl 4+2_1i) Laufzah | Laufzahl | NUR GLEICHE FREQUENZEN: m=n | WUR GLEICHE FREQUENZEN: m=n | NUR YERSCHIEDENE ALLE
+ ..+ Ami sin{m-wl t+@_mi) n=ff1 |m=f/T1 | UDeff-10efT + und nur Wechselanteile n = 0 FREOUENZEN: n # m FREOUENZEN
leffi=  1.47139E+000 A bei uith|bei iCt)| Uneff-Ineff-cos(B_nu-8 ni) | Uneff-Ineff-sin(B nu-@8 ni) Uneff2-Imeff? Uneff2-Imeff?
: 0 70 = 6.00000E+000 W S07 = 3.B0D0DEXO0L VZAT
Ali= | 200000E-001 [ A 1 5.00000E+001 var® 5.00000E+001 VAT
2 9.99981E+001 var? 9.93981E+001 VAT
Oeff= 200000E-001 A 1 2. 00000E+002 var® 2.00000E+002 V3AT
_ U T.01250E+003 var: T.01250E+000 TeAT
AT 1.50000E+000 B4 1 P1 = 3.24760E+001 W 01 = L.2FS00E+001 var S17 = 1406256003 VZAT
Heff= 1.0606GE-HIO0 A 2 2, B1M5E+003 war? 2. 81 5E+000 YEAZ
. . 3 5. 62500E+003 var? 5.62500E+003 VZAZ
#1i= "] -2.00000E+001 : T z T_SON0E*007 vare T SON00E+002 VeAT
- 1 2 6. 25000E+002 var® 6. 25000E+002 VEAT
Ali= | 1.00000E+000 A 2 E P2 = 3.061E3E+001 W 02 = 1.76775E+001 var 527 = 1.2BEBE+003 YZAT
Pefi=  7OTIO7EON A 3 E 2. S0000E+003 var® 2.SD000E+003 VEAT
_ . 0 4. S0000E+002 var® 4.S0000E+002 AT
@ Ji= | 0.00000 1 6. 25000E+002 var® 6. 25000E+002 YZAZ
: ! 2 1. 24393E+003 var® 1. 24395E+003 VAT
Adi= | 1.00000E+000 | A 3 P3 = 4,330L3E+001 W 0f3 = 2.50000E001 var 53T = 2.50000E-003 VEAZ
13eff = 7.07107E-001 A Gleichung: P=pl+p2z+m Of = OfL + Of2 + Of3 Spal tensumme 0d2 Spal tengumme 52
@ 3i= o Wert: P = 1.12396E+002 W 0f = 6.14275E+001 var 1.56999E+004 var? 2.08921E+004 ¥2A?
Al 3.00000E+H101 f— .
ezed chiung: WIRKLETSTUNG P BLINDLEISTUNG OF BLINDLETISTUNG 0d? SCHEINLETSTING S°
1stungen berechnen “wirkleiztung | Feld-Blindlgistung | Varzerrungs-BIindlewslung| Scheinleiztung | Invertieren | Besnden

Das zweite Beispiel zeigt den allgemeinen Fall: Spannung und Strom sind nichtsinusférmig,.
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2.13 Die Wirkung nichtlinearer Kennlinien auf sinusférmige Signale

Wirkt eine elektrische sinusformige Signalgrofie  i(t) bzw. u(t) auf ein Bauelement mit einer nicht-
linearen Kennlinie ( z.B. Diode, FET, Bipolartransistor ), entsteht ein verzerrtes Ausgangssignal
u(t) bzw. i(t).

Bei vielen elektrotechnischen Anwendungen ( z.B. bei Verstérkern ) ist es erforderlich, nichtlineare Ver-
zerrungen durch schaltungstechnische Mafinahmen ( Gegenkopplung mit dem Ziel einer Linearisierung
der Kennlinie ) sehr klein zu halten, damit die Information ( z.B. Sprache oder Musik ) nahezu unverzerrt
d.h. mit k < 0.1% wiedergegeben werden kann.

Andere wichtige technische Aufgabenstellungen kénnen dagegen nur durch die Anwesenheit nichtlinearer
Kennlinien geltst werden: Gleichrichtung, Modulation, Demodulation.

Ist die statische Kennlinie nur als Graph gegeben, kann der Signalverlauf der Ausgangsgrofie punktweise
konstruiert ( siehe dazu zwei Beispiele auf der néchsten Seite ) und daraus die Fourier-Reihe mit der
DFT n#herungsweise berechnet werden.

Ist die Gleichung der Kennlinie bekannt, l4sst sich das Linienspektrum wie im folgenden Beispiel durch
Einsetzen der Spannungs-Zeitfunktion in die Kennliniengleichung direkt berechnen.

2.13.1 Polynom-Kennlinie i(u) =3 c,-u"

Die Spannung u(t) besteht aus einer Gleichspannung Upg zur Einstellung des gewiinschten Ar-
beitspunktes auf der Kennlinie und einem ( co- ) sinusférmigen Signal. Die statische Kennlinie ist in
der Form i(u) als Polynom zweiter Ordnung gegeben. Fiir die weiteren Betrachtungen gilt in diesem
Beispiel:

‘u(t) =Up +ﬁ-cos(w1t)‘ i(u) = Uzocu-u” =cg+c1-u+cy-u?

Durch die gekriimmte Kennlinie wird die Zeitfunktion des Stroms von der Sinusform abweichen. Die
folgende Berechnung zeigt, welche Harmonischen der Grundfrequenz w; der Strom enthélt.

i(t) = co + c1u(t) + cau?(t) = co + ¢1 - (Ug + U - cos(wit)) + c2 - (Ug + U - cos(wit))?
i(t) =co+c1Up + c11 - cos(wit) + c2U2 + 2c2Upli - cos(wit) + ca? - cos?(wyt)

Mit der Beziechung  cos?(wit) = % 4+ Lcos(2wit)  erhilt man nach dem Sortieren folgende Gleichung
und kann die enthaltenen Frequenzkomponenten ablesen:

1 N ~ 1
i(t) =co+c1Up + cng + iczu2 + (c11 + 2c2Uptl) - cos(wit) + 502u2 - cos(2w1t)

i(t) = Io + il - cos(wit) + i2 - cos(2wq t) "
U21-24

e Den Gleichanteil Io = co + ¢1Ug + c2UZ + Lcpu?

o Den Wechselstrom mit der Grundfrequenz w; und der Amplitude Tl =c1u+ 2¢c2Ugu

e Den Wechselstrom mit der doppelten Grundfrequenz 2w; und der Amplitude /fz = %czﬁz
Durch den quadratischen Term in der Kennliniengleichung, der z.B. in der Ip(Ugs) — Kennlinie
eines FET  anzutreffen ist, entsteht hier ( neben einem Beitrag zum Gleichanteil Ip ) auch die
doppelte Grundfrequenz. Thre Amplitude wird durch die Kritmmung der Kennlinie ( d.h. proportional
zur zweiten Ableitung ) c2  und durch die Amplitude des Wechselsignals 1 bestimmt.

Mit Hilfe der Formelsammlung kann man sich iiberzeugen, dass beim Potenzieren

einer Sinus- oder Cosinusfunktion sin™(wit) oder cos™(wit) neben anderen Frequenzen

immer auch die n- te Harmonische sin(nwit) oder cos(nwit) entsteht.

2

sin?x = 3

[1—cos(2x)]; sin®x = [3sin x —sin(3x)]; sin*x = [3 — 4cos(2x) + cos(4x)] ; ...

2

COS™X =

1
4
[14cos(2x)]; cos®x = %

[3cos x + cos(3x)] ; cos*x = 1[3 + 4cos(2x) + cos(4x)] ; ...
x?

n!
auch schlieen, dass durch eine exponentielle Kennlinie prinzipiell alle Harmonischen erzeugt werden.

2
So kann man aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion e* =1+ % + % + ...+

In der Praxis treten gewthnlich vor allem die niedrigen Ordnungen in Erscheinung, da die Amplituden
zu hohen Frequenzen hin ( durch den Ausdruck n! im Nenner ) schnell abnehmen.
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Beispiele zu sinusformigen Signalen an nichtlinearen Kennlinien

[ Siehe dazu auch die Programme | KENNLINIE | und | POLYNOM KENNLINIE |]

PROGRAMM KENMLINIE @ 2008 EUGEN MULLER HOCHSCHULE MOUNCHEN FAKULTAT 04 EI &l -0l =
Kennlinie | 14.Wie ein FET im Arbeitspunkt - v = 02532 + 0.75x ﬂ Cout)=1Yesingwl 1) FOURIER-Koetfizienten zu it}
= noaln]ra bln]ia
At s @ outi=1% cos(wi t) [n] [n]
) 01250001
Kennwerte von i(t) 1 7S00E-O01  0.O0DE+000
) 2 1250E-001 0000000
gflek:VI\_':E."i : gfggg 2 3 DO0OEO00  000OE+000
Eichanel : 4 0000E+000  0.000E+000
Hlirrtakdor : 7% 5 DO0DE+O0O0  0.000E+000
£ NONOE+O0D 0 O0NE+00n
) T OO00E+D00  0.000E+000
LUmgesstzte Leistungen. @ 0000Es000  0.000E+000
Scheirleistung S =0.3903 v, 9 0000FD00  0.000F000
Wirldsistung P = 03750 10 0000E+O00  0.000E+000
11 0OODE+O0D  0.000E+000

t =
Blindleistung @ =0A083var o o oneEio00 0.000E+000

: ) 13 0000E+000  0.000E+000
Purkdweise Kenstruktion 14 0000E+0O0  0.000E+000
aln], bn] und Kennawverte 15 0O00E+O00  0.000E+000

16 QOODE+O00  0.000E+000

X(@), y(t) oder ul® i) 17 DOO0E+O00  0000E+000
Bild invertioren J J 18 0O000E+000  0.000E+000

19 0OODE+O00  0.000E+000

Frogramm _beencen 20 0000E+O00  0.000E+000

m

Loty FOURER-Koeffizierten a[n]/&,; n=0(1)20 FOURER-Koeffizierten b[n]/&; n=1(1)20

+1

ti[Tia]

Punktweise Konstruktion des Verlaufs

PROGRAMM KENMNLINIE @ 2007 EUGEN MULLER HOCHSCHULE 04 EI ¥Yersion D1.! @I _IEIILI

Kennlinie | 9. Approximstion fOr Hysterese-Yerhatter: vy = sin(xpii2) j Courty =1 sngw 1) FOURIER-Koeffizienten zu it
| (174 @ ugt)=1% cos(wi t) nooalnlis binlid
‘ 1 0.000E+000

Hennverts von (0] 1 1A34E+D00  0.000E+000

crtrnt; s 1 TR O

Glgicharteil 0.0000 & 4 0000E+000  0.000E+000

Hlirrtakdar 121% 5 448RE-003  0.000E+000

6 0000E/000  0.000E+000

) 7 -6757E-005 0.000E+000

| Umgesetzte Leistungen 8 0000E000  0.000E+000

Scheneistung S = 05710 wa 9 58726007  0.000EQ00

T

+ . . - s -~ y !
Blingleistung  @=00890var . "ocEToon 0.000E+000

) - 13 1 3ME011 0ON0E+I0N
__Punktwelss kenstrukion | {0 00 D ponesa0
{ " Enl BInl und Kennwerte” | 15 0D000E+000  0.000E+000
16 0O00E+O00  0.000E+000

A yit) oder ult) it 17 0O00E+O00  0.000E+000
T J J 15 0O00E+O00  0.000E+000

19 0O00E+O00  0.000E+000

Programin - heenden 20 0.000E+000  0.000E+000

Gety i FOURER-Koeffizierten b[n]/&; n=1(1)20

Ermitteln Sie durch punktweise Konstruktion den Verlauf von  i(
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3 Die Fourier-Transformation, einmalige Vorginge

Bei der Betrachtung von  Signalen mit der Periodendauer T ergaben sich  Linienspektren, in de-

nen nur ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz w; = 2% = 27f; auftreten.

Der Ubergang zu  einmaligen Vorgingen gelingt mit dem Grenziibergang T — oo .
Dann riicken die Spektrallinien beliebig dicht zusammen und das Linienspektrum geht {iber in ein
kontinuierliches Spektrum.

Beispiel: Komplexe Fourier-Reihe der periodischen, rechteckformigen Spannung — u(t).

_ lu(t)
u Einschaltverhaltnis:
.
T=eT €=T
O0<ex<l1
|
—eT +eT
ST dgT T t
~ eT/2 ~
Gleichanteil: co =2 [ dt=<3T =eu Fir n#0 gilt fir die ¢, :
—eT/2
o - ﬁ . eTf/Z efjnwltdt _ ﬁ . e—jnwl»eT/Z.i e+_jnw1‘eT/2 _ ﬁ . 2 . e+jnw1»eT/2 ie—jnwl‘eT/2
n T T —jnwq T nwy 2j
—eT/2
_ 24 _ 2a sin(enw, T/2) .
S0 = 1o, T sin(fenw, T/2) = 36 enw T/2 =1u-e-si(fenw; T/2).
sin(x)

Die Funktion |si(x)=

zelnen Fourier-Koeffizienten an.

< ist eine gerade / ungerade Funktion und gibt die Werte der ein-

Die erste Nullstelle im Spektrum tritt bei der Frequenz nef; und damit bei der Linie mit der Nummer

ng auf, wenn das Argument der sinus-Funktion oder auch der si-Funktion gleich 7 ist und % einen

ganzzahligen Wert annimmt.

Aus enpwiT/2=engm = folgt ng =

Nun sollen vier Fille gegeniibergestellt werden, bei denen die Einschaltdauer eines rechteckférmigen Pul-
ses 7=1ms gleich bleibt und die Periodendauer T  vergroflert wird.

| Nr. | Periodendauer | Grundfrequenz | Einschaltdauer | Einschaltverhéiltnis | no | Gleichanteil |
1 T = 5 ms f1 =200 Hz 7=1ms e=0.2 5 c=02-1u
2 T = 10 ms f1 =100 Hz 7=1ms e=0.1 10 co=01-uw
3 T = 20 ms f1 =50 Hz 7=1ms e =0.05 20 | cg=0.05-u
4 T — fi—>0Hz T=1ms e—0 — 00 —0

Mit wachsendem Impulsabstand d.h. mit wachsender Periodendauer T verkleinert sich der Linienabstand
Af = % =1f; und die Amplituden aller Spektralkomponenten nehmen linear ab.

Die folgende Seite zeigt die zugehorigen Zeitfunktionen und Spektren der Fille Nr. 1 mit Nr. 4.
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Zunichst werden die Félle 1, 2 und 3 betrachtet. Dabei handelt es sich um nichtsinusférmige
PERIODISCHE ZEITFUNKTIONEN U, (t) mit LINIENSPEKTREN.

Die Hiillkurven der hier reellen Fourier-Koeffizienten ¢, [ sie besitzen die Einheit V | werden durch
si-Funktionen gebildet, deren Maxima bei f=0 Hz auftreten und den Gleichanteilen entsprechen.

Fall Nr. 1

Up(t) Cn [ Maximalwert: Co = 0.20-0]

tau=1ms
T=5ms

e=02

i

f1 =200 Hz J 1 : 1 A Ly u”h ;
0 5 10 15 20 trms -4l -21Hl-1 0 1 I I2

Fall Nr. 2 Up(t) Cn [ Maximalwert: Co = 0.10-01]

tau=1ms

T=10ms

i
f1 = 100 Hz | ; , ; A i . ml” hh, i,
. e

trret t
0 5 10 15 20 t/ms - -

)

T Tt et
21““1-1 0 1 ! 2 3 4 f/kHz

Fall Nr. 3 Up(t) Cn [ Maximalwert: Co = 0.05:0]

tau=1ms
T=20ms
e=0.05

n0 =20

f1=50Hz

0 5 10 15 20 t/ms

Fall 4 beschreibt nach dem Grenziibergang T — oo dagegen die

EINMALIGE ZEITFUNKTION Uc(t) mit einem KONTINUIERLICHEN SPEKTRUM.

Das Maximum dieser Spektraldichtefunktion Ue(f) die -wegen der gleichen Impulsform- ebenfalls
durch eine si-Funktion eingehiillt wird, tritt auch bei f=0 Hz auf und nimmt dort den Wert der Spannungs-
Zeit-Fliche des Impulses [ mit der Einheit Vs | an.

Fallhr.4 Ue(t) Ue(f) [Ue(f=0Hz)=0dau=a-1ms]

tau=1ms
T => oo ms
e=>0

f1=>o00Hz

0 5 10 15 20 t/ms
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3.1 Definition der Fourier-Transformation, das Fourier-Integral

Mit den Integralbeziehungen in den Gln. (1, 2) wird die Fourier-Transformation definiert.

FGw) = [ ft)ed=dt (1) wd f6)=2 | EGuestde (2)

t=—o00 Ww=—00

Sie stellt fiir alle technisch wichtigen, einmaligen Vorgéinge eine eindeutige Beziehung her zwischen

dem ZEITBEREICH ( auch ORIGINALBEREICH genannt ) und
dem FREQUENZBEREICH ( auch BILDBEREICH genannt ).

Im Weiteren werden in dieser Vorlesung nur reelle Zeitfunktionen betrachtet, obwohl die Fourier-Transformation
auch auf komplexe Zeitfunktionen anwendbar ist.

Das Signal kann je nach Bedarf wahlweise als Zeitfunktion f(t) oder gleichwertig als komplexe
Spektraldichtefunktion F(jw) ( auch kurz als ’Spektrum’ bezeichnet ) betrachtet werden.

Die beiden Funktionen F(jw) und f(t) bilden ein Paar der Fourier-Transformation.
F(jw) ist die Fourier-Transformierte von f(t) : f(t) o—e F(w)=F{f(t)}.
f(t) ist die inverse Fourier-Transformierte von F(jw) : F(jw) e——o f(t)=F YF(w)}.

Die Konstante % in Gl. (1) fir f£(t) wird in der Literatur teilweise Gl. ( 2 ) fir F(jw)
zugeschlagen oder aufgeteilt als \/% sowohl in Gl. ( 1) als auch in Gl. ( 2 ) vorgesehen.
™

FRAGE: Wodurch unterscheiden sich die Einheiten von  f(t) und F(jw)?
Welche Einheit besitzt U(jw) wenn u(t) eine Spannung ist ? [Ujw)]=.oenn...

3.2 Eigenschaften und Gesetze der Fourier-Transformation

An dieser Stelle sollen einige der wichtigsten Eigenschaften und GesetzméBigkeiten der Fourier-Transformation
bei reellen Zeitfunktionen in einer Ubersicht dargestellt werden.

f(t) Dbesteht aus geradem und ungeradem Anteil; F(jw) besteht aus Real- und Imaginérteil.
f(t) = fg(t) + fu(t) o—e  E(jw)=R(w)+jI(jw)
Gerader Anteil : fo(t) = L[ £(t) +£(—t)] o—e R(jw) =R(—-jw)
—+o0 —+o0
f,(t) =1 [ R(jw): coswtdw ; R(jw)=2 [ fg(t)-coswt dt
w=0 t=0
Ungerader Anteil : fu(t) = 2[£(t) —f(—t)] o—e JIljw)=-jI(-jw)
—+oo —+oo
fu(t) = -1 [ I(jw)-sinwt dw ; JI(jw) =—-2j [ fu(t)-sinwt dt
w=0 t=0
Zuordnungen: 1.)  f(t) reell und gerade <= F(jw) reell und gerade

2.)  f(t) reell und ungerade < F(jw) imagindr und ungerade

Linearitét: f(t) = f1(t) + fa(t) + f3(t) o—e Fjw)=F,(jw) +F3(jw) + F3(jw)
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Fourier-Transformation reeller Zeitfunktionen f(t) : Eigenschaften und Gesetze (Fortsetzung)

d£(t)

Ableitung im Zeitbereich: T o—e Jw™ - F(w)
L . _— £ F(jw)
Integration im Zeitbereich: J f(r)dr o—e o T F(0) - 6(w)

Der zweite Summand tritt nur bei einem Gleichanteil in = F(jw) auf.

Verschiebung im Zeitbereich: f(t —to) o—e e dwto . F(jw)

WICHTIG: Da |ed“*t| =1 #ndert sich bei dieser Operation das Betragsspektrum nicht.
Jedoch wird durch sie eine Phasenverschiebung um Ag = —w -tg verursacht.
Anwendungen: Zeitdiskrete Signale, Verhalten von Totzeitgliedern im Fach Regelungstechnik 1.

Zeitnormierung ( a # 0, reell ): f(a-t) o—e ﬁ F(j

oIE

)

Aus dieser Eigenschaft folgt direkt, dass eine zeitliche ‘Dehnung’ einer Funktion um einen Faktor a > 1
immer zu einer ’Stauchung’ des Spektrums um den gleichen Faktor fiihrt.

Faltung im Zeitbereich Multiplikation im Frequenzbereich
+oo
f1(t)xf2(t) = [ fi(7) f2(t —7)d7 o—e F,(jw) -Fy(jw)
Multiplikation im Zeitbereich Faltung im Frequenzbereich
—+o0
() Bat)  o—e  A[F(w)rE(w)] =% [ E (V) -Eyw-v)dv
v=—00
Dualitéit der Transformation: F(jt) o—e 27 - f(—w)

Diese Eigenschaft erlaubt es, die Lesrichtung in Korrespondenztabellen umzukehren. Hat man das Ver-
halten einer gegebenen Zeitfunktion in der Spalte der Bildfunktionen gefunden, kann man die hierzu
zugehorige Originalfunktion (mit den oben stehenden Modifikationen) als die gesuchte Bildfunktion ver-
wenden.

Verschiebung im Frequenzbereich: — ef“ot . f(t) o—e F({[w—wo])

Hierdurch lassen sich die Bildfunktionen modulierter Signale relativ einfach ermitteln.

Frequenznormierung ( a # 0, reell ): ﬁ f(%) o—e Fja -w)
Aus dieser Eigenschaft folgt direkt, dass eine 'Dehnung’ des Spektrums um einen Faktor |a] > 1 im-

mer zu einer 'Stauchung’ der Zeitfunktion um den gleichen Faktor fiihrt.

“+o0 +oo —+oo
Parsevalsche Gleichung: [ f2t)dt = £ [ |F(w)?dw= [ |E(f)? df

27
t=—oc0 w=—00 f=—c0

Diese Gleichung zeigt, dass die durch Integration im Zeitbereich gewonnene Gréfle den gleichen Wert
ergibt, wie die durch Integration im Frequenzbereich ermittelte Grofe.

Jedes Integral liefert einen Wert, der proportional zu der im Signal f(t) enthaltenen Energie ist.
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Korrespondenztabelle zur Fourier-Transformation

Zeit- oder Originalfunktion f(t) Spektraldichte- oder Bildfunktion F(jw)

1 Einheitsimpuls

f1(t) = o(t) o—e F,(jw) =

2 Zwei Einheitsimpulse mit gerader Symmetrie
fa(t) = (t +to) + I(t — to) o—e Fy(jw) = 2 cos(wtp)

3 Zwei Einheitsimpulse mit ungerader Symmetrie
fg(t) = 6(t + to) — 5(13 — t()) o—e ES(J w) =j2 sin(wto)

Vorzeichen-Funktion

+1 : t>0
fu(t) =sgn(t)={ 0 : t=0 oo E4(jw):j%
-1 : t<0
[ 5] Einheits-Sprungfunktion
fs<t>:a<t>:”%g““)={ 0 iZe e Ew)=mi@ L
[ 6 ] Rechteck-Impuls ( Bild 1)
fo(t) = 1 - rect, (t) = { ‘;1 ‘St(‘)é;/z o—e Fo(jw) =a-7-si(%)
[ 7] Dreieck-Impuls ( Bild 2)
f7(t):{ —a.\t\/wg goisrl:!a o Fy(jw) = -7 si?(%)

8 Verschobener Cosinus-Impuls ( Bild 3 )

N

[1+cos(E-t)] |t <7

fs<t>={ e Fyjuw) = LTSl )
0 : sonst

1—[w-7/7]?

In den Bildern 1 - 3 sind die Halbwertsbreiten 7 eingetragen. Durch diese Grofie wird die Impulsbreite

bei dem halben Scheitelwert % gekennzeichnet.

fo(t) f7(t) fa(t)
u u u
u u u
T 2 T 2 T 2
-7 0 T t -7 0 T t -7 0 T
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3.3 Beispiele zur Fourier-Transformation . }
7 25, U 26

Aufgaben 1 -4 :

1

Berechnen Sie die Spektraldichtefunktionen zu den Zeitfunktionen mit den Nummern | 6 2 |

und auf Seite 36 und skizzieren Sie die zugehérigen Verldufe von U, (jw).

) )

5. Aufgabe:

Hier werden die Spektraldichtefunktionen U (jw) der Impulse mit den Nummern E , und
auf Seite 36 betrachtet und miteinander verglichen.

Alle drei Impulse besitzen die folgende Eigenschaften:

e ihre Zeitfunktionen sind gerade, unipolar und haben

o o o
® gleiche Spannungs-Zeit-Flichen: [ fg(t)dt = [ fr(t)dt= [ fg(t)dt=.............
t=—00 t=—00 t=—00

® gleiche Halbwertsbreiten ( d. h. die Impulsbreiten bei % sind gleich ): to5 =.......ccooiin.n.

a.) Wie berechnen Sie den Wert der kleinsten Kreisfrequenz wy > 0, bei der gilt Fg(jwo) = 07?
Was ist dabei zu beachten? Welches Problem tritt auf? Wie kann man es iiberwinden?

b.) Welche Maximalwerte besitzen die Spektraldichtefunktionen Fg(jw), Fr(jw) und Fg(jw)? Wo
treten diese Maxima auf?

c.) Mit Hilfe der normierten Diagramme auf Seite 38 sind die folgenden Aufgaben zu l6sen:

cl.) Ordnen Sie in der Zeichenerklirung die Zeitfunktionen richtig zu.

¢2.) Um welchen Faktor unterscheiden sich die Frequenzen, bei denen bei gleichem Wert von 7 fiir
einen Dreieck- und einen Cosinus-Impuls die Spektraldichten um > 40 dB gegeniiber dem Maximalwert
abgefallen sind?

d.) Auf welchem Weg kann man néherungsweise fiir Rechteck- und Dreieck-Impulse die Frequenzen be-
rechnen, bei denen der Abfall der Spektraldichtefunktion gegeniiber dem Maximalwert > 80 dB betragt?

6. Aufgabe:

Geben Sie vier verschiedene Wege zur Berechnung der Spek-

traldichtefunktion Ug(jw) des dargestellten Einzelim- | Ue (t)
pulses ug(t) an. u
Welcher Weg bietet sich an, wenn nur der Betrag der Funk-
. o
tion gesucht ist? 0 - t
P Ug (t) ' Ug (t)
u u
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Die normierte Spektraldichtefunktionen der Impulse von Seite 37 sind linear (oben)

und in dB (unten) im normierten Frequenzbereich 0 < | x = (’2‘1—; < 5 dargestellt.

Yy
1.0

0.8 \\
k\ Zeichenerklarung:
\\\ Rechteckimpuls

Dreieckimpuls

0.6 \\\ 1-cos-Tmpuls
v LW

o | W\

0.0 o = - - -

\

A
~

y 1
| 1
0dB

2
2 3 4 5 X

R\ VaNws
\;\/ VNN

ST AIL A A
PREEE N AVa|/Nmiraa
EAYN ,\\

wal L
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7. Aufgabe:

Zerlegen Sie die dargestellten Spannung uz(t) in zwei Anteile und ermitteln Sie mit Hilfe der Ergeb-
nisse auf Seite 36 die zugehérige Spektraldichtefunktion Uy (jw).

Betrachten Sie die Frequenzabhéngigkeit der Spektraldichte mit dem Programm

| FOURIER INTEGRAL | mit neun Punkten.

t U7(t) U7(t)
100V 100V
ov ov
0 10 25 35 50 t/usec
—-100V
0 10 25 35 50 t/usec
8. Aufgabe:

Zerlegen Sie die dargestellten Spannung ug(t) auf zwei Wegen in je zwei rechteckférmige Impulse und
ermitteln Sie mit Hilfe der Ergebnisse auf Seite 36 die zugehérigen Spektraldichtefunktionen Ug(jw).

Betrachten Sie die Frequenzabhéingigkeit dieser Funktion mit dem Programm | F_INT_DIMP ‘ .
ug(t)
10V
ov
1 2 3 4 5 6 7 t/sec
ug(t) ug(t)
10V 10V
ov ov
1| 2 4| 5| 6| 7| t/sec 1| 2 t/sec
—10V -10V
9. Aufgabe:
Ermitteln Sie [ Gesetze der Fourier-Transformation und ~Fr(jw) auf Seite 36 verwenden | auf zwei

Wegen die zur dargestellten Spannung ug(t)

ug(t)
oV
ov
1 3 4 5| t/nsec
-V
ug(t)
oV
ov
1 3 4 5| t/nsec
-5V

gehorigen Spektraldichtefunktionen Ug(jw).
Betrachten Sie den Frequenzgang der Spektraldichte mit dem Programm ‘ FINT DIMP ‘ .

yo(t)
ov
1 t/nsec
ug(t)
oV
ov
1 t/nsec
-5V
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3.4 Verwandtschaft der komplexen Fourier-Koeffizienten mit der Spektral-
dichtefunktion [ Nach einer Idee von Norbert Geng ]

Die Berechnung der komplexen Fourier-Koeffizienten ¢, der im Bild dargestellten periodischen Zeit-
funktion up(t) mit der Periodendauer T erfolgt nach GL. (1).

up(t)
,,,,,,,,,,,,,,,,,, L L e . _ o i
—to
to t
RN — —_ - — - - = = = = = = = p— _] - - — — - = = = V- - - - = = = = = —ﬁ
1 totT . 1 T/2 .
cp = [ up(t)-ed™rtdt =4 [ up(t) e Inrtdt (1)
to —T/2
Durch eine einfache Umformung gewinnt man daraus fiir die weiteren Betrachtungen Gl. ( 2 ).
T/2 _
c,-T= [ up(t) ednwtdt (2)
~T/2
Der Abstand der Spektrallinien ( die Grundfrequenz f; ) betréigt hier fi1 = % (3)

Die Berechnung der Spektraldichtefunktion Usginma1(jw) der im folgenden Bild dargestellten einma-
ligen Zeitfunktion Ueinmal(t) mit der gleichen Kurvenform (!) wie up(t) mit Hilfe des Fourier-
Integrals ergibt G1. (4 ).

ueinmal(t)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e e _ _ ___ 7%
—to
to t
,,,,,,,,,,,,,,, - - - - - = - = - = _§
. o0 't
Heinmal(.] W) = f ueinmal(t)'e_']w dt (4)
—00

Beim Grenziibergang T — oo geht der Abstand der Spektrallinien nach Gl. ( 3 ) gegen Null und das
Linienspektrum geht dabei in ein kontinuierliches Spektrum tiber. Dann gilt

T/2 . 00 .
lim {c, T} = lim { J up(t) -e_J”tdt} = | Ueinmal(t) - e 9¥tdt (5)

T—o0 T—o0 —-T/2 —00

und aus Gl. (5 ) erhiilt man ¢, * T = Uginmal (JW)|w=nw, und daraus das Ergebnis in Gl. ( 6 ).

Cn = % : Heinmal(j w)‘w:nwl ( 6 )

Die folgenden Seiten zeigen zwei Beispiele zu diesem Thema; die zugehorigen
Bilder wurden mit dem Programm ‘ FINT_KOEFF ‘ berechnet. U 27
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Das im Bild dargestellte 1. Beispiel zeigt die enge Verwandtschaft zwischen der Spektraldichtefunktion
eines einmaligen Signals U(t) und den komplexen Fourier-Koeffizienten des daraus gebildeten peri-
odischen Signals Up(t) .

Auf dieser Seite und der folgenden werden abweichend von Seite 40 die Spannungen und die Einheit
der Zeit wie im Programm ‘ FINT KOEFF ‘ bezeichnet, damit ein direkter Bezug zu den Bildern
moglich wird.

PROGRAMM F_INT_KOEFF @ 2008 EUGENMULLER / NDRBERT GENG HOEHSCHULE Ml‘.-thHEN_ FAK

£ ‘Stand 06.0 &l 10l x|

Stitzstellen fir U ( ] EIMMALIGE ZEITFUMKTION Uit) : EINGABE UBER STUTZSTELLEN SPEKTRALDICHTE-FUMKTION UCf): BERECHMET MIT DEM FOURIER-INTEGRALI
s Uiy T

t1=fosoon uq=[-0000
t2=[0s000 uz=[-To000
t3=[+0s000 uz=[-ro000
ta=[+05000 ua=[-no00
ts=[r0000 | us=[noo |
to=[roo00 | uB=[-oom0 |
tr=[rooon | uz=[oom |
0

JUCTI|fUmax Ty | Una ( £9] = 1.00E+000 Vs

18 Os 18 1
tg=[ooo0 | ugs :
ta=[0000 | us=[onoc |

t10=[0.000

=

=
|
+

]
]
) | :
=[+o000 | o
1t =fronon |utt=[ronon | | : e
t1a=fronon |ur2=[-onon | | - S A N A TR i T e
00 '
]
]
]
]

t13=[rn000 | wrs=frooo ;
. Dargestelter Bergich : U min =-1.00E+000 % ... Umax =1.00E+000 % 1807

t1d=|+0.000 u14=I+E]L‘IUi
t15=[+0.000 u15:i*€]L‘lUi T
tiE=|+0.000 u16=i*{]L‘lUi AL

PERICDISCH FORTGESETZTE ZEITFUNKTION Up(ty  PERICDENDALER T = I 38 j GRUNDFREQUENZ = 0.200Hz  MAX -FREQUENZ | fmax =3 Hz j I

| Cn |/ Upmach)|  [Up maxct) = U mas (1) 4T = 2 00E-001
7T s b T

-

ti7=frooon |wiz=fronon |
t1g=f-onon | u1g=[-onon |
t18=[ooo0 | u19=[-ooo0 |
t20=[r0000 | ugn=f+no00 |

FEEREREERREEERRREFEE:

Alle Stiltzwerte zuricksetzen |

|
|
|
|
\
|
\
Zahl der Stitzstellen: [ 45 los s ;T i /
|
|
|
|
|

Wahl der Zeitfunktion Uit}
2 Ger Rechteckdli=1s 7] i
PHI_N
Info ohen I Invertieren IJ
o
Info unten | Rechnen |
Bitrma Beenden
g | | Diar Bereich . Umin=-1.00E+000% ... Umax =1.00E+000 %" &0 b e o D e A B D 06 0 6 8 e S

Aus der Spektraldichtefunktion eines Rechteckimpulses der Héhe U und der Breite 7 sind die kom-
plexen Fourier-Koeffizienten des daraus abgeleiteten Rechteckpulses mit einer Periodendauer T  zunéchst

allgemein zu berechnen.
U(t) =u-rect.(t) <— U(jw)=u-7- si(w—;)
Daraus erhélt man die Fourier-Koeffizienten des periodischen Signals Up(t) .

Ch = % . H(jw)Lu:nwl = % ‘u-T- Si(w_{)|w=nw1

Die tatsdchlichen Werte von ¢y und c¢; lassen sich fiir die im oben stehenden Bild verwendetet
GroBen u=1V; 7=1s und T =5s wie folgt berechnen.

Mit dem Wert fiir die Grundkreisfrequenz wq =27 f; = 2T7T =1.257 % erhélt man
cp=g-1V-1s-si(0) =02V ( Gleichanteil )

c; =< -1V 1s-si(1.2571.0.55) =02V - Sm(%%zzss%rad) =0.1871V

Im betrachteten Beispiel ist U(t) und damit auch Up(t) eine gerade Zeitfunktion.

Daraus ergibt sich, dass hier alle komplexen Fourier-Koeffizienten rein reelle Werte besitzen.



03.11  HM-FK04 (© Prof. Dr. E. Miiller Signale + Systeme [27.03.20] Seite 42

2. Beispiel:
a.) Berechnen Sie zuniichst die Spektraldichtefunktion des im oberen Bild dargestellten einmaligen Si-
gnals U(t) . Entnehmen Sie dazu die Spannungs- und Zeitwerte der neun Stiitzstellen links im Bild.

b.) Geben Sie die Gleichung zur allgemeinen Berechnung der komplexen Fourier-Koeflizienten des daraus
gebildeten periodischen Signals Up(t) mit einer Periodendauer T =3s an.

c.) Berechnen Sie mit den Kenngréfien nach a.) und b.) den komplexen Wert von €5 .

@ PROGRAMM F_INT_KOEFF @ 2008 EUGENMULLER /NORBERT GENG HOCHSCHULE MUNCHEN FAKUL D : &l - (0] x|
Stutzstellen fir U (1) EINMALIGE ZEITFUNKTION U(t): ENGABE UBER STOTZSTELLEN SPEKTRALDICHTE-FUNKTION L) : BERECHNET MIT DEM FOLRIER-NTEGRAL |
5 Ut)
L T umaxi) | U mase (1) | = 383E-001 s

t1={+0.000  wu{={+0.000

]
1= u2=|+1.0000 | & lnear (0.1 " log. { -60 dB ...DdEl|

t3=[+0.2000 y3=|+1.0000

t4=(+0.2000 y4=|+0.000
t15=|+06000 uh=|+0.000
tB=|+0.6000 UE= |
t7=|+08000 u©7=|-1.0000 . ¢

FEEEERREE:
ERRREREEEREEE:

s i} s t

te=[+08000  uB=|+0.000 : |

ta=[+1 0000 w8=|+0.000

t10={+0000 | w10=[+0000 : |

t11 :|+:1 000 | w1t ={+0.000 : 1

t12:|+:] oo0 | utz=[+oo00 : |

t13=|r0000 | wtd=[+0.000 : i

Dar Bereich : U min=-1.00E+000% ... Umax =1 0D0E+000 %

t14:|u] oon | 14:|¢u.i][_‘-|'_\
PERICDISCH FORTGESETITE ZETFUMKTION Up(t)  PERICDEMNDALUER T=| 3= = GRUNMDFREGUEMZ = 0.333 Hz  MAM.-FREGIEMNZ | fmax=5Hz -
t15:|+1]L‘IUi] u1e=|+0.000 I J I _ll
Upt) = 2 |
t16=[a000 | wib=[roo0c | — 1___'.'?.—.”.'.ﬂ&'\‘.’.’?a_%(f!'____‘_“P_’P?fEf_)'___‘L_'_"Ea_’f AR
t17=+0000 |utz=[+0.000
t185+0.000 | U18=|+0.000
t19:|+:]L‘IU[] 18 =|+0.000
t20=|+1]L‘IIJ-'] u 20=|+0.000
Alle Stitzwerte zuriicksetzen |
Zahl der Stizstelien: [ s s 15 I t
Wahl der Zeitfunktion U (1) ‘
= \
Info ohen | Invertieren |J }
o untan | [ Rechnen |
Bitmap I Beenden I = |
Dargestelter Bereich : U min=-1.00E+000% ... Umax =1 00E+000 %

3.5 Fourier-Reihen zeitverschobener periodischer Funktionen

Das folgende Bild zeigt ein um 0.2 s nach links verschobenes (d.h. voreilendes) Abbild der oben betrach-
teten Zeitfunktion U(t). Vergleicht man die Linienspektren, zeigt sich in Ubereinstimmung mit dem
Verschiebungssatz im Zeitbereich der Fourier-Transformation die Gleichheit der Betragsspektren und ein
Unterschied im Phasenspektrum: Die Phasenwinkel @®,, der Koeffizienten ¢, wachsen als Folge der

Voreilung proportional mit n an: Aus  et9028 folgt fir w = nwq

eine Winkelénderung A®, =nw; 0.2s =n2nf;-0.2s =n27%2% =n.24°

PERIODISCH FORTGESETITE ZEITFUNKTION Up(t)  PERICDENDALER T = I 3= j GRUNMDFREQUEMZ = 0.333Hz  MAX.-FREQUENT | fmax =5Hz j I

Up(t) AT e e maxtil  Up maxhl = U max (£)]4 T = 1.28E-001 v
e e R GRERELEEELRED

1= 0= 1= [T t

|
|
|
|
|
|
u

miax =1 00E+000

Datgestelter Bereich : U tnin =-1 00E+000 v
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Um aus der bekannten Fourier-Reihe eines Signals  uj(x) diezu | uz(x) = ui(x + )

Reihe zu ermitteln, ersetzt man in jedem Summanden | X = X+« |

gehorige

Als Beispiel zu diesem Vorgehen betrachten wir das ungerade, bipolare Rechtecksignal, das auf Seite 16

als fi(x) dargestellt ist.

b uy (x) u(x) =wi(x+a); a=7%
1 I
™ 2T X T 27
—1 Jd-1
Aus der Fourier-Reihe uj(x) = % Slnl(x) + Sln§]3x) + Sln(55x) + ] erhiilt man
ug(%) = 1 (% + ) = % 51n(x1+ Q) n sm(3[§ + al) n sm(5[:§ + al) n }

Durch eine Verschiebung der Funktion lings der x-Achse (d.h. wegen x = wt durch eine Zeitverschie-

bung) bleiben die Amplituden aller Harmonischen gleich. Man sieht also, dass eine Zeitverschiebung

keinen Einfluss auf das Betragsspektrum (hier Linienspektrum) hat.
Mit Hilfe der trigonometrischen Beziehung

sin(n[x + a]) = sin(nx + na) = sin(nx) - cos(na) + cos(nx) - sin(na)

Beitrag zum neuen by Beitrag zum neuen ap

erkennt man, dass hier abhéngig von n  und o« aus allen Beitrigen zu den Fourier-Koeffizienten

by des ungeraden Signals uj(x) in der Fourier-Reihe des zeitverschobenen Signals  u2(x)

ohne Symmetrie sowohl ein sinus- als auch ein cosinus-Anteil (also ein geéindertes by, wie auch ein

neues ay ) entsteht.
Die folgende Gleichung gibt die Fourier-Reihe zu ug(x) als Funktion von « an.
sin(x) cos(a) + cos(x) sin(«)

4 sin(3x) cos(3a) + cos(3x) sin(3«)

uz(x):ﬁ{ 1 + 3 + ..

Zum Bild rechts oben mit o = % gehort die folgende Fourier-Reihe:

ug (X)

_ 2}/5 [ sin(x) —11— cos(x) n sin(3x) ; cos(3x)  sin(5x) —g cos(5x) " ]

|

U 28
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4 Systembeschreibung im Zeitbereich und im Frequenzbereich

In diesem Kapitel werden die gebréuchlichen Formen zur Beschreibung ’analoger’ Systeme eingefiihrt, die
linear und zeitinvariant (Linear Time Invariant) sind. Alle auftretenden Signale (Spannungen, Strome,
Leistungen, ... ) sind wertkontimuierlich (jeder Zwischenwert ist darstellbar) und zeitkontinuierlich (was
bedeutet, dass das Signal zu jeder Zeit definiert ist).

Bei linearen Systemen ist der Uberlagerungssatz anwendbar und bei zeitinvarianten Systemen éndern sich
die Systemkenngrofien (Bauelementewerte) sowie die Systemeigenschaften im eingeschwungenen Zustand
(z.B. Verstirkung, Phasenverschiebung, ... ) nicht mit der Zeit.

Als Systeme werden in dieser Vorlesung nur relativ einfache elektrische Netzwerke betrachtet und beziiglich
ihrer Eigenschaften und ihres Verhaltens untersucht.

4.1 Differenzialgleichungen ( DGL) zur Beschreibung im Zeitbereich

Das Zeitverhalten technischer LTI-Systeme ldsst sich durch lineare DGL mit konstanten, reellen Koeffi-
zienten beschreiben. Durch die DGL wird das dynamische Verhalten des Systems d.h. das Verhalten bei
Signalénderungen vollstéandig erfasst.

Die hochste in der DGL auftretende Ableitung bestimmt die Ordnung (oder den Grad) der DGL.

Die Ableitung einer Zeitfunktion f(t) nach der Zeit kann wie folgt geschrieben werden.

df(t , £ d2f(t " 2w
diE) ey =r) =L —f-¢ dtg):f(t):f”(t):%:f:f”

Zum Aufstellen der DGL fiir das Zeitverhalten von RLC-Netzwerken bendtigt man Maschengleichungen,
Knotenpunktsgleichungen und die folgenden Signalzusammenhénge an den Bauelementen.

in(t) B i(e) L i) |
[ ] —l—
ug(t) ug,(t) uc(t)
ugr(t) = R-ir(t) uL(t) =L - digét) uc(t) = & - ({tic(t)dt
in() = & - ur(t) () = £ o (t)dt io(t) = ¢ duct)

Da in technischen Schaltungen nur endliche Stréme und Spannungen auftreten konnen, miissen die
Strome durch alle Induktivitdten ir(t) und die Spannungen an allen Kapazititen uc(t) immer

stetig, d.h. grundsétzlich ohne Spriinge verlaufen!

Zeitfunktionen werden mit Kleinbuchstaben ( z.B. u, i, p,... ) gekennzeichnet. Zur Verdeutlichung und
in Zweifelsfillen kann das Argument angefiigt werden ( z.B. u(t), i(t), p(t),... ).

Wie die oben eingerahmten DGL fiir die Induktivitdt und die Kapazitit gezeigt haben, treten die Bau-
elementwerte als Koeffizienten der DGL in Erscheinung. Im Weiteren werden deshalb nur solche DGL
betrachtet, deren Koeffizienten folgende Eigenschaften besitzen:

e Alle Koeffizienten sind konstant : Die Werte aller Bauelemente sind konstant.

o Alle Koeffizienten sind positiv : Es werden nur passive Bauelemente betrachtet.

e Alle Koeffizienten sind reell : Realisierbare passive Bauelemente haben immer reelle Werte.

In dieser Vorlesung werden ausschliellich DGL der Ordnungen eins und zwei betrachtet, da bei diesen
der Rechenaufwand nicht zu grofl und auch noch ohne Rechnereinsatz zu bewiltigen ist.
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Das Aufstellen einer DGL soll nun an einem Beispiel betrachtet werden.

Ausgehend von der Maschengleichung:  uc(t) + ur(t) + ur(t) = u(t) werden die Teilspannungen
zuniichst als Funktion des Stroms und dann in Abhiingigkeit von der Ausgangsgréfie (hier die Spannung
am Kondensator) angegeben.

— e uc(t) = & [i(t)dt; i(t) = C - ug
() ugr(t) w(t) ——| ¢ UR(E)=R-i(t): ur(t) = RC-uG
ur(t) =L-i(t); ug(t) = LC - ug

u(t)

Wegen der beiden verschiedenartigen und unabhéingigen Energiespeicher ( L und C ) ist die DGL von
zweiter Ordnung. Die enthaltenen Koeflizienten sind reell und konstant, wenn die Werte der Bauelemente
R,L und C unabhingig von der Zeit und den auftretenden Signalgréfien (Spannung, Strom) sind.

uC+RC-u/C+LC-u/(/3:u

Die inhomogene DGL uc + RC - u/C +LC- u/é =u beschreibt das Verhalten der Gesamt-
schaltung einschliefflich der dufleren Erregung durch die Spannungsquelle u(t).

Die homogene DGL uc + RC - ulc +LC- u/é =0 beschreibt dagegen nur das Verhalten der
Schaltung ohne duflere Quellen, wenn z.B. der Kondensator vorgeladen und u(t) = 0 ist.

Aus den Koeffizienten der DGL [ im Beispiel RC und LC ] lassen sich ihre Eigenwerte berechnen, die das
grundsiitzliche Verhalten des Netzwerks beschreiben. Zusammen mit einem Satz von Anfangswerten [ im
Beispiel uc(t =0); ug(t=0)]kann die Reaktion des Netzwerks [ hier der Verlauf der Spannung
uc(t) ] dann vollstéindig und eindeutig bestimmt werden.

4.2 Ubertragungs-Funktionen zur Beschreibung im Frequenzbereich

Um diese z. B. fiir Schalt- und Ausgleichsvorgéinge in elektrischen Netzwerken erforderliche Funktion
aufstellen zu konnen ist es erforderlich, zunéchst die Frequenzabhéngigkeit der Blindwiderstédnde allge-
meiner zu fassen.

Durch ein ’analytische Fortsetzung’ genanntes Vorgehen der Funktionentheorie wird von dem Verhalten
des Netzwerks bei technischen Kreisfrequenzen jw auf das Verhalten in einer komplexen Frequenzebene
s =0+ jw [ die technischen Kreisfrequenzen findet man auf der positiven imaginiren Halbachse | ge-
schlossen und dazu s als neue, ’komplexe Frequenzvariable’ eingefithrt. Sie wird fiir Berechnungen
im Bildbereich der Laplace-Transformation benétigt.

Aus diesem Grunde werden ab jetzt mit der Ersetzung jw = s fiir die Impedanzen von Indukti-
vitdten und Kapazitdten bevorzugt die folgenden Gleichungen verwendet:

Zyjo) =jwl = Zy(s) =sL Zolw) = jig = Zold) = 5%

Durch eine Analyse (oder wie spiiter gezeigt wird auch aus der DGL) ermittelt man die 'Verstérkung’
eines elektrischen Netzwerks aus dem Verhéltnis von Ausgangssignal zu Eingangssignal.

Diese wichtige Funktion wird Ubertragungs-Funktion genannt und als G(s) (von Gain : Gewinn,
Verstéarkung) bezeichnet.

A(s)  Zahlerpolynom Z(s)

Q(S) = E(S) - Nennerpolynom N(S)

Sie stellt eine vollstdndige Beschreibung des Netzwerkes dar, wobei -wie spéter deutlich werden wird- die
wesentlichen Informationen in den Pol- und Nullstellen der Funktion enthalten sind.

Bei den hier betrachteten analogen Netzwerken ist die Ubertragungs-Funktion immer gebrochen rational.



0403 HM-FKO04 © Prof. Dr. E. Miiller Signale 4+ Systeme [27.03.20] Seite 46

Sie besteht aus zwei Polynomen in s mit reellen, konstanten Koeffizienten. Der Grad (oder die Ordnung)
des Zahlerpolynoms ist meist kleiner ist als der Grad des Nennerpolynoms.

Den Grad eines Polynoms bestimmt man aus der héchsten auftretenden Potenz von s .

‘ Jedes Polynom vom Grad n  besitzt immer genau n  Nullstellen. ‘

‘ Besitzen alle Nullstellen negative Realteile, nennt man das Polynom ein HURWITZ-POLYNOM.

Sind alle Polynom-Koeffizienten reell und positiv ( z.B. technische Bauelementewerte ), konnen einfache
( dann gilt v=1 ) oder mehrfache ( dann steht v fiir die Vielfachheit, die angibt wie viele davon an einem
Ort liegen ) Nullstellen in der s-Ebene grundsétzlich nur auftreten

e auf der reellen Achse (‘reelle Nullstellen’) der Form (s — sg)V  fiir reelles sg und/oder
® als konjugiert komplexe Paare der Form  [(s — sg)(s — 83)]V  fiir komplexes  sg.
Jede gebrochen rationale Funktion kann dargestellt werden in der SUMMENFORM

Zbu st

g(s):bm-sm_|_bm71'Smil—i—...—|—b2-s2_|_b1.s_|_b0 =0

Z
ap-s"+a,_1-s" 14+, . +ay-s’+a;-s+ag i L, Ni(s)
a, s

oder gleichwertig in der PRODUKTFORM : v=0 .

H S — Sou)

—s01) - (S — 502) ... (5 — Som_1) - (S — 1 Z(s)
Gls)— Q. (8=501) (s—S02)...(S—Som-1) - (S—Som) _ . _
G = Q (5 1) (5 —5on) . (5= Smi) (5 —sum] — T N(s)
H S — Soou
Der Wert der Konstante Q = / ist so festzulegen, dass die Hochstkoeflizienten der

Polynome Z(s) und N(s) in beiden Darstellungen gleich sind.

Der Grad von G(s) ergibt sich aus der hochsten in Z(s) oder N(s) enthaltenen Ordnung von s.

Nach dem FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA [ Gau$, 1799 ] besitzt jede gebrochen
rationale Funktion vom Grad n  immer genau n Polstellen und n Nullstellen.

Sind Z(s) und N(s) von verschiedenem Grad, liegen ’fehlende’ Pol- und Nullstellen bei Unendlich.
Im allgemeinen Fall liegen die Pol- und Nullstellen S, , Soi  in der komplexen s- Ebene.

Die Lage der Singularitéten ( = Pol- und Nullstellen ) in der s- Ebene wird grafisch
in einem POL-NULLSTELLEN-PLAN ( PN-Plan )  dargestellt.

Symbol fiir Nullstellen : o sou = op + JBou Laufzahl p=1,2,...,m
Symbol fiir Polstellen : x Soor = Qoo + JPoov; Laufzahl v =1,2,...,n

Ergéinzt man den PN-Plan um die Konstante Q, ist G(s) damit vollstindig beschrieben.

Ein einfaches Beispiel zum Aufstellen der Ubertragungs-Funktion G (s) = %‘;7((:)):

— I(s) -_ Da im betrachteten Beispiel alle Bau-
L | elemente vom gleichen Strom durchflos-
R L 1 sen werden, findet man die gesuchte
<> c___ Ual(s) "Verstarkungs-Funktion’ durch Auswer-
tung des unbelasteten Spannungstei-

lers.

1
Ua(s) _ I(s) - Zg(s) _ sC _ 1

1+ sRC + s’LC
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4.3 Stationires Verhalten, Frequenzgang, Bode-Diagramm

Stationires Verhalten:

Erregt man ein lineares System mit einem sinusformigen Eingangssignal ( Das einseitige Spektrum dieses
Signals enthilt [ anders als sprung- oder impulsférmige Signale | nur eine einzige Linie ! )

xg(t) = Xg - sin(wt + ¢g)
und wartet das Abklingen der Ausgleichs- und Einschwingvorgéinge ab, verlaufen alle Signale des Systems
( im Inneren und am Ausgang ) ebenfalls sinusférmig mit der gleichen Frequenz.

XA (t) = Xa - sin(wt + a)

Im allgemeinen Fall unterscheiden sich Amplitude und Phasenwinkel am Ausgang von den Kennwerten
des Eingangssignals.

Zur Ermittlung des STATIONAREN VERHALTENS ( d. h. des EINGESCHWUNGENEN ZU-
STANDS ) eines linearen dynamischen Systems ( z.B. des RLC-Netzwerks auf der folgenden Seite )
beim Betrieb mit der Frequenz w wertet man die UBERTRAGUNGS-FUNKTION G(s) = %—‘;

fir s=jw aus. Die frequenzabhiingige, komplexwertige Funktion G(jw) kann als Real- und
Imaginérteil oder gleichwertig mit ihrem Betrag und Winkel dargestellt werden.

G(j w):%g = Re{G(uw)l+jiIm{G(jw)} = |G([jw)| e«

Frequenzgang:

Berechnet man bei einer grofen Anzahl von Frequenzen die Werte von G(j w), kann man durch das
Verbinden benachbarter Punkte ( z.B. in einer G(jw)-Ebene ) den FREQUENZGANG, das
heilt die Frequenzabhéngigkeit des betrachteten Systems, grafisch darstellen.

Das Bode-Diagramm:

Zur Darstellung des Frequenzgangs eignet sich das BODE-DIAGRAMM  besonders gut. Hier werden
|IG(jw)] und ¢(jw) in einer besonderen Form aufgetragen, woraus sich Vorteile beim praktischen
Gebrauch ergeben.

e Betrag und Winkel werden in einem meist zweigeteilten Diagramm eingetragen.
e Die ( Kreis- ) Frequenzachse gilt fiir Betrag und Winkel und ist logarithmisch unterteilt.

o Der Betrag wird im oberen Diagrammteil als logarithmierte Verstarkung
v(jw) =20dB -log,,(|G({ w)|) mit der Pseudoeinheit dB  dargestellt.

e Im unteren Teil des Diagramms wird der Winkel —¢(j w) mit einer linearen Achsenteilung
eingezeichnet.

Vorteile des Bode-Diagramms:

Die Produkte komplexer Ubertragungs-Funktionen G M(J w), wie sie bei der Kettenschaltung ent-

koppelter Teilschaltungen zu berechnen sind, werden durch die Achsenteilungen fiir Betrag und
Winkel auf

- die Addition der logarithmierten Betriige v(jw) = v,(jw)
- und die Addition der Phasenwinkel ¢(jw) = > ¢,(j w)

der Teilfunktionen zuriickgefithrt: Gesamtfrequenzgang = Summe der Teilfrequenzgiinge.

Alle Funktionen mit einfachen oder mehrfachen reellen Pol- und Nullstellen lassen sich wegen der loga-
rithmischen Teilungen von Frequenz- und Betragsachse recht genau durch Polygonziige annéhern.

Nutzen Sie auch die beiden Programme | BODE | zum Formatieren, Drucken und Speichern

von Diagramm-Formularen und ‘ BODE_LERNEN ‘ zum Lernen und Uben der wichtigsten
Schritte im Zusammenhang mit dem Bode-Diagramm bei reellen Pol- und Nullstellen.
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Ermittlung des Frequenzganges und Darstellung im Bode-Diagramm : Teil 1

Das Aufstellen und Auswerten der Ubertragungs-Funktion sowie die punktweise Ermittlung des Frequenz-
ganges soll an einem Serienschwingkreis ( passiver Tiefpass vom Grad n = 2 ) erklirt werden.

, : : R =10k L=%H
Die ungedédmpfte FEigenkreisfrequenz wyq

ist hier gleich der | I -—

Resonanzkreisfrequenz :  wg = \/% = 104$
Schwingkreis-Giite = “%= = % <> Ug C=75nF___ | Uy
Diampfungsgrad : D = Wlute = %
1
g(s):%z €= %1 S . BT
Y“) Rrisns L 1+sRC+s“LC  1+4s-7.5-10 ?sec+s“-10 “sec

sC

Die Auswertung von G(s) bei der (Kreis-) Frequenz s =jw = j2nf ergibt fiir den eingeschwun-
genen Zustand die Frequenzgang-Funktion

. 1 1
G = = = = .
A vl B e Tjw-RC 1-w? 10 Bsec® +jw 7.5-10 °sec

Der Betrag |G(jw)| beschreibt die VERSTARKUNG bei der (Kreis-) Frequenz w = 27 f.

G(jw) = BA = — —
E \/(l—w <10 °sec”)” + (w- 7.5 - 10 ’sec)

und der Winkel von G(jw) gibt die die Winkeldifferenz d.h. die =PHASENVERSCHIEBUNG
zwischen dem Ausgangs- und dem Eingangssignal an.

w-7.5-10"%sec
1—w? 10 8sec?

o(jw) = pa(jw) —pr(jw) = vz(jw) —en(jw) = 0 — arctan

Das Verhalten des Tiefpass-Netzwerks wurde fiir die folgenden vier Kreisfrequenzen berechnet:

wi=0-1, w,=5000-L, w3=10000-L, w;=20000-L

sec’ sec’ sec’ sec

Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst.

. . . G . .
w-sec G(jw) G(jw) IG(jw)| |—C(i7BW)| @(JOW)
0 L 1.0000 + j 0.0000 | 1.0000 0.00 0.00

1-0-10-8 + 5 0-7.5-10—°

5:-10° | e sores=s | 1.0667 - j0.5333 | 1.1926 1.53 | -26.57
1 .

10-10° | om0 omorsio=s | 0-0000 - j1.3333 | 1.3333 2.50 | -90.00

2010 | —gpror o= rsorTs o= | 0-2667 -j0.1333 | 0.2081 | -1051 | -153.44
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Ermittlung des Frequenzganges und Darstellung im Bode-Diagramm : Teil 2

Hier werden die Zeitfunktionen des eingeschwungenen Zustandes betrachtet und die aus ihnen ermittelten

Kennwerte in das zugehorige Bode-Diagramm iibertragen.

wo =5 000 =

Zeitfunktionen fiir sec
im Zeitbereich 0 <1t < 2.531 ms

Eingangsspannung:  ug(t)

mit der Amplitude ugp =1V
Phasenverschiebung : ¢ = 0°.
Ausgangsspannung:  u4 2(t)

Amplitude U490 =1.1926 V =1.53 dB
Phasenverschiebung: o = —26.57°
Zeitfunktionen fiir w3 = 10 000 ﬁ

im Zeitbereich 0 <t < 2.531 ms
Eingangsspannung:  ug/(t)

mit der Amplitude up =1V
Phasenverschiebung : ¢ = 0°.
Ausgangsspannung:  uy4 3(t)

Amplitude %3 = 1.3333 V =2.50 dB
Phasenverschiebung: 3 = —90.00°
Zeitfunktionen fiir wy = 20 000 ——

sec

im Zeitbereich 0 <t < 2.531 ms

Eingangsspannung:  ug/(t)

mit der Amplitude ugp =1V
Phasenverschiebung : @ = 0°.
Ausgangsspannung:  u4 4(t)

Amplitude w44 =0.2981 V =—10.51 dB

04 = —153.44°

Phasenverschiebung:

schwarz: ug(t)/V

grau: ua 2(t)/V

schwarz: ug(t)/V

schwarz: ug(t)/V

Im Bode-Diagramm zum betrachteten Beispiel sind die betrachteten Kreisfrequenzen markiert.

ERE-T

BETRAG / dB

T

-39.938 ~
1.00E+003
o.ooo -

WINKEL Y "

T

OMEGA In 1/[sec

=

E— 1.00E+005

¥

-180.000

-20

-25

-30

-35

-45

-0

-135

-180

"

grau: ua 3(t)/V

grau: ua 4(t)/V
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Exakte Verlaufe, Polygonzug-Niherungen und Fehlerfunktionen

Das folgende Bode-Diagramm zeigt die exakten und angenéherten Frequenzginge fiir Betrag und Phasen-
winkel eines passiven Tiefpassfilters vom Grad n = 1 mit den beiden zueinander reziproken Kennwerten

Zeitkonstante T =RC =L =1sec und Eckkreisfrequenz wg = % =1sec .

R
' U(s
Es gilt dann:  G(s) = Eg((sg ~1F s?lsec ’

Diese ( nur bei Pol- und Nullstellen auf der reellen Achse anwendbare ) vereinfachte Art der Darstellung

N 1
G(jw) = 1+jw-1sec’

zur Anniherung der Frequenzginge bezeichnet man wahlweise als

e geknickten Geradenzug , @ Polygonzug-Naherung oder als @ asymptotische Ndherung.

-0.000 =]

BETRAG / dB
/‘\ ]
roo-20

]
=30

roo-35

-40.000 + » o -40
1.00E-002 OMEGA in 1Jgec —_— 1.00E+002

0.000 = 0
\ v

WINKEL i ® \ -0
ST

T -40
\ o
-B0

\ L
-80

-80.000 4 = NI E G

Die Fehler d.h. die Differenzen zwischen den Werten der Polygonzug-N&herungen und den exakten Wer-
ten sind im folgenden Bild dargestellt.

Im oberen Bildteil gilt fiir den Betrag:  AG(jw) = [Gpolygon W) — |Gexakt (W)
3 dB

AG(jw)

1 2dB

1dB

0dB

0.01 0.1 1 10 —> Ww- sec 100

+6°

Ap(jw) rd
) 0° =

N e

_6°
Im unteren Bildteil gilt fiir den Phasenwinkel: A (jw) = @polygon(Jw) — Pexakt(Jw)
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Systematische Ermittlung der Grenz- oder Eck(kreis-)frequenz wg = 27f; >0

Diese Kenngrofie ist wichtig bei allen Pol- und Nullstellen auf der reellen Achse der s-Ebene.

Die Faktoren im Zihler oder Nenner der Ubertragungs-Funktion G(s) schreibt man vorteilhaft zunsichst
in der Form F(s) =(1+4sT).

Bei technischen Frequenzen, d.h. fiir den eingeschwungenen Zustand erhilt man daraus fir s =jw
den komplexen Ausdruck

Fjw)=(1+jwT) = (Re{E(jw)} +jIm{E(jw)}) ,

der bei sehr tiefen Frequenzen w — 0 den Wert 1=0dB ergibt, und dadurch das Zeichnen des
Bode-Diagramms erheblich erleichtert.

Als Grenzkreisfrequenz bezeichnet man die Kreisfrequenz, bei der gilt

Re{E(jwg)}| = Im{EF(jwg)}| |- 7 20, T 30

Daraus folgt 1 = wg |T| und man erhilt das wichtige Ergebnis | wg = ﬁ

Beispiele zur Verstirkung im eingeschwungenen Zustand und zum Bode-Diagramm

1.) Ermitteln  Sie die Ubertragungs-Funktion
G;(s) =Ux(s)/Ug(s) und zeichnen Sie das Bode-
Diagramm mit den iiblichen asymptotischen Ndherungen
als Polygonziige auf der néichsten Seite ein.

Ri =999MQ; Rs=10k2; C=1nF

Losung: Tp =R2C =105%sec; Tz = (R;+R2)C =10"2sec

Gulo) = 5 - -

Gi(jw) = = =

und erhilt S0 W1 = At = Lot Wg2 = Mz = +oeveet
IG(jw=0)| = = dB; [G(jw— o0)| = = dB

100 2 (s +10——)
. S _—
Ua(s) sec? sec

2.) Formen Sie  Gy(s) = um und zeichnen Sie

1 1
= s+1—)-(s+100 —)?
sec sec

das Bode-Diagramm auf der nichsten Seite mit den iiblichen Néherungen als Polygonziige ein.
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Bode-Diagramme zu den Beispielen auf Seite 52

0 dB 100
BETRAG
-20 dB » 1072
~40 4B . 102
-3
-60 dB ® ® 10
-80 dB * 1074
-5
-100 dB 10
1072 10t 109 101 102 103 10% 10° 10° 10”7
OMEGA in 1/sec ->
10m  100m 1 10 100 1k 10k 100k M 10M
+90° » +90°
WINKEL s
o° 2 2 ' 2 | 4 0°
L 2 9
-90° . . . -90°
-180° -180°
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5 Berechnung des Zeitverhaltens linearer, analoger Systeme

Zunichst werden in diesem Kapitel die wichtigsten Eingangssignale und die zugeho¢rigen Systemreaktio-
nen besprochen. Danach folgen die Erklarungen zu drei unterschiedlichen Methoden zur Berechnung des
Zeitverhaltens.

5.1 Durch Lésen der Differenzialgleichung ( DGL )

5.1.1 Differenzialgleichungen 1. Ordnung
DGL einfacher Netzwerke 1. Ordnung mit Tiefpass-Verhalten:

Gesucht: DGL fiir ug(t)

i(t) R MGL: ugr(t) +uc(t) = u(t) = uc(t) + R-i(t)

i(t) =C-ug(t) aus uc(t)=g [i(t)dt
u(t) () ug(t) — luclt) uc(t) + RC - up(t) = u(t)
C Normalform: u/C(t) + % ‘uc(t) = % -u(t)

Zeitkonstante: RC = 7¢

Gesucht: DGL fir ug(t)
MGL: ug(t) + ur(t) =u(t) = ugr(t) + L-i'(t)

i(t) — uRR(lt); i/ — u/[%(lt)
ug(t) + - up(t) = u(t)
Normalform: up (t) + % ‘ugr(t) = % -u(t)

Zeitkonstante: % =TI,

Beide DGL sind von 1. Ordnung, da die Netzwerke je einen Energiespeicher enthalten und von gleicher
Bauform, da die Netzwerke Tiefpass-Verhalten vom ’Eingang’ zum ’Ausgang’ besitzen.

DGL einfacher Netzwerke 1. Ordnung mit Hochpass-Verhalten:

Gesucht: DGL fiir ug(t)

i) |1.¢ MGL:  ur(t) + uc(t) = u(t) = ur(t) + & [ i(t) dt
o i) = 20
u(t) () uc(t) ug(t) uR(t) + s [ ur(t) dt = u(t)
R Normalform: | we(t) + p - ur(t) = u'(t)

Zeitkonstante: RC = 7¢

Gesucht: DGL fir up(t)

MGL: ur(t) + ur(t) = u(t) = ur(t) +i(t)-R
i(t) = [uL(t) dt
ur(t) + B [ug(t) dt = u(t)

Normalform: ug, (t) + % ~ug,(t) = u/(t)

Zeitkonstante: % = TL,

Beide DGL sind von 1. Ordnung, da die Netzwerke je einen Energiespeicher enthalten und von gleicher
Bauform, da die Netzwerke Hochpass-Verhalten vom 'Eingang’ zum ’Ausgang’ besitzen.

Gemeinsame, allgemeine Darstellung fiir alle DGL 1. Ordnung in Normalform:

N =

y+q-y=r; q=
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Bei der Losung der DGL 1. Ordnung geht man von der allgemeinen Darstellung der Normalform aus.

yt+ay=r

Die 'rechte Seite’ der DGL r  wird auch ’Stérfunktion’ genannt und beschreibt die dulere(n) Quelle(n),
die das betrachtete Netzwerk erregen.

Die Losung der DGL erfolgt unter Verwendung eines geeigneten Losungsansatzes in zwei Schritten:

1. Lésung der homogenen DGL: y+q-y=0 ( allgemeine Losung )
Sie beschreibt das Netzwerkverhalten ohne duflere Quellen ( deshalb mit r =0).

2. Loésung der inhomogenen DGL: y+qy=r ( spezielle Losung )

Sie beschreibt das Netzwerkverhalten inklusive der dufieren Quelle(n).

Die gesuchte vollstindige Losung y  ergibt sich unter Beriicksichtigung des Anfangswertes aus der
Summe der allgemeinen Losung yp  der homogenen DGL und einer speziellen Losung ys  der
inhomogenen DGL:

Y=YntYys

Die allgemeine Losung d.h. die Losung der homogenen DGL findet man durch den Ansatz
Yh=A- e mit der zugehorigen Ableitung Yh=A-A- et
Beides wird eingesetzt: yil +q9-yn=XA-A- et +q-A- et — (A+q)-A- e =0

Die CHARAKTERISTISCHE GLEICHUNG, die alle Informationen iiber das dynamische Verhalten
des betrachteten Netzwerks enthélt, besitzt bei DGL 1. Ordnung immer eine reelle Losung:

Fiir den reellen Eigenwert A\  wird sie gleich Null. A4+q=0 = X\=—q

Mit diesem Ergebnis erhiilt man als allgemeine Losung yh=A e 9t =A.et/"

Als Folge des reellen Eigenwertes ergibt sich als EIGENBEWEGUNG immer eine Exponentialfunktion,
deren Verhalten durch die Zeitkonstante 7 = (—11 charakterisiert wird.

Betrachtet man passive, technische Anordnungen mit Widerstédnden, realen Spulen und realen Konden-
satoren, ist immer mindestens ein ohmscher Widerstand R > 0 vorhanden, der Energie aufzehrt und
somit zu abklingenden Zeitfunktionen fiihrt.

Dann gilt: Ist r ein Gleichsignal ( Ug , Ig ) oder ein periodisches Wechselsignal, stellt sich nach
dem Abklingen der Ausgleichsvorgénge ein neuer stationirer Zustand ein.

Die Funktion, die diesen neuen eingeschwungenen Zustand beschreibt, ist eine spezielle Losung ys
der inhomogenen DGL.

Fiir die spezielle Losung d.h. die Lésung der inhomogenen DGL kann man auch abhingig von der Bau-
form der Storfunktion r die in der Tabelle zusammengestellten Ansétze verwenden.

Storfunktion, rechte Seite der DGL  r | Ansatz fir die spezielle Losung Vs

k K

k-e®, «a# )\ ( Eigenwert ) K et

k-eM, )\ Eigenwert K-t-e't

a, -t Ag+A1 - t+Ay - t2+... +A, -t
ag+aj-t+as-t2+...+a, t° Ag+A1 - t+Ay - t2+... +A, -t

ks - sin(mt) K; - sin(mt) + K2 - cos(mt) = K - sin(mt + ¢)
ks - cos(mt) K; -sin(mt) + K5 - cos(mt) = K - sin(mt + ¢)
ks - sin(mt) + k. - cos(mt) K; - sin(mt) + K2 - cos(mt) = K - sin(mt + ¢)
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1. Beispiel zur DGL 1. Ordnung

Losen Sie die DGL eines RC-Tiefpasses dessen Kapazitit auf uc(t =0) = Ugg vorgeladen ist fiir
u(t)=Up; 7=RC.
Rechnen Sie erst allgemein und dann mit den Werten Ug =10V ; 7=2sec; Uco=5V.

2. Beispiel zur DGL 1. Ordnung

1V : t>0 R .

Gegeben- UE(t) - { OV : sonst
ua (t
7=R;1C = 1sec welt) I -

Gesucht: Gleichung und Verlauf
von uAa(t) ohne DGL.

R

C]

3. Beispiel zur DGL 1. Ordnung

Gegeben ist das dargestellte Netzwerk, das mit den folgenden Spannungen betrieben wird.
U2:50V; U3(t):ﬁ3-sin(2-7r-5OHz-t); ﬁ3:100V

Der Schalter S wird nach der Tabelle von Position 1 iiber Position 2 nach Position 3 bewegt.

‘ Position des Schalters S ‘ im Zeitbereich ‘
1, unten —o0o<t<O0
2 , Mitte 0 <t <20msec
3, oben t > 20 msec

3 R4 =15k

R3
4.5k

usg (t) |

a.)  Ermitteln Sie die Spannung uc(t =07)

b.)  Berechnen Sie die Zeitfunktion von uc(t) fir 0 <t < 20msec.

c.)  Zeichnen Sie den Verlauf von uc(t) mnachb.) [ Zeitachse: 0 <t < 80 msec ]
d.) Berechnen Sie uc(t) fir 20msec <t < 80 msec

e.) Erginzen Sie nun die Zeichnung mit uc(t) nach d.)

4. Beispiel zur DGL 1. Ordnung

a.) Zu berechnen ist der Zeitverlauf des Stromes i(t) , den ein Motor

mit der Serienersatzschaltung L = 0.6358 H; R =10 aufnimmt,

wenn er an die 230 V / 50 Hz- Netzspannung un(t) angeschaltet wird.

Der Zeitpunkt der Betétigung des Schalters wird durch den Winkel g erfasst.

un(t) = 230 -2V -sin(wt + ) : t>0
NAW = OV : sonst

b.) Bei welchem Wert von g wird der Spitzenstrom maximal?



05.04 HM-FKO04 © Prof. Dr. E. Miiller Signale 4+ Systeme [27.03.20] Seite 57
5. Beispiel zur DGL 1. Ordnung

Up t<O0
Am Eingang eines RC-Tiefpasses liegt die Spannung ug(t) = ¢ Ug- (1 —t/7) 0<t< 7

ov sonst

a.) Zeichnen Sie das Schaltbild (7 = RC) und den Verlauf der Eingangsspannung.

b.) Stellen Sie die DGL fiir den Strom i(t)

c.) Skizzieren Sie den Verlauf von ug(t).

auf und lésen Sie diese.

Zeitverldufe zum 3. Beispiel auf Seite 56:

uc(t)
AY
30
25 ;
20 / x\\
15 // \
10—
10 2% 30 \4% 50 W 70 \80 b
-5
i(t) e , o .
A eitverldufe zum 4. Beispiel auf Seite 56:
3.0 =
schwarz: g = 0° d.h.| Ap=—pz =—-87.13° |- i=3.018A.
2.5 f
2.0 _—
1.5 1 ‘ ‘ '\‘
o A VI
0.5 ’ ’ ’
t
05 msec
sl Bl
10 a |
s L NN W VWY
. v vV v \' v v v Vv v ~ V" \' A4 v
20 grau: g = pz = 87.183° dh. Ap=0° — 1 .625 A.
0 100 200 300
Es gilt: i(t) = 1.625 A | sin(wt + o — pz) —e %7 - sin(pg — z)
stationérer Anteil abklingender Anteil
. ~ i(t ~ t
Berechnung und Darstellung von i(t) mit dem Programm m 1( ) = #

0.6358 -y +10 -y =1-x mit x=325-e0

-sin(314 - t + o) ;

Alle Anfangswerte = Null
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Ermittlung der Zeitfunktion bei Netzwerken 1. Ordnung ohne Aufstellen und Losen der DGL

Da bei allen Ausgleichsvorgéngen in Systemen vom Grad n=1 grundsétzlich Exponentialfunktionen auf-

treten, kann man die gesuchte Zeitfunktion am Ausgang relativ einfach ermitteln, wenn sich das Ein-

gangssignal in Sprungfunktionen zerlegen l&sst.

Fiir steigende und auch fiir fallende Exponentialfunktionen gilt die folgende, hier fiir Spannungen ange-

gebene allgemeine Gleichung

t—t

u(t) = Uant + [Ugnd — Uane] - [1—e 7

die bevorzugt in der gleichwertig umgeformten Fassung verwendet wird.

t—tg

u(t) =Ugnd + [Uanf — Ugna |- € -

Bedeutung der verwendeten Formelzeichen:

to =
Uanr =

Ugna =

spannung bei t — oo

1. Beispiel:

Zeitpunkt der betrachteten sprungformigen Anderung des Eingangssignals
Wert der Ausgangsspannung unmittelbar nach dem betrachteten Sprung.

Endwert der Ausgangsspannung, der ohne weitere Anderung der Eingangs-
erreicht werden wiirde.

Betrachtet wird ein passiver TIEFPASS nach Seite 54 mit einer Zeitkonstante 7 = 2 sec.

Berechnen Sie  ua(t) fiir die Zeitpunkte t7; t7; ty; td; ts.
ug(t)/V
30
20
10
Fir t <t; =3sec gilt:
¢ ualty) =20V
—10 sec  ua(t;) =20V
—20 uc oder iy, verlduft immer stetig!
-30
40 Fir t; =3sec <t <ty ="7Tsec gilt:
50 Upanf =20V ; Ugpa=-30V
t, =3 ta=7 t3=10 ua(t)=-30V + (20— [-30])V -e ‘Fsee
ua(ty) =—-30V +50V.e2=-2323V
40 ua(t)/V ua(t) = —23.23V
uc oder iy, verliuft immer stetig!
20
10 \ Fir t > tg = T7sec gilt:
\ Uppr = 2323V : Ugu =0V
\ L — __t—Tsec
~10 \ // b uA(t) =0V +(-2323V —0V) e 2w
—20 7 up(tz) = —2323V.e 1° = 5184V
—-30
—40
—-50
t, =3 to=7 t3=10
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2. Beispiel:

Betrachtet wird ein passiver HOCHPASS nach Seite 54 mit einer Zeitkonstante 7 = 2 sec.

Berechnen Sie uAa (t)

30
20

ug(t)/V

fiir die Zeitpunkte t ;

10

-10
—-20
-30
—40
—-50

30

20
10

-10
—-20
-30
—40
-50

Hilfslinie zum Zeichnen von Exponentialfunktionen

t1 =3

to=7 t3=10

tT; ty; t3; ts.

Fir t <t; =3sec gilt:

uA(tI) =0V
HP sperrt Gleichspannung!
ua(t{) =0V -50V =-50V

Sprung wird voll zum Ausgang {ibertragen!

Fir t; =3sec <t <tg = "7Tsec gilt:

UAnf — —50V 7 UEnd - OV

UA(t) =0V + (=50 +0) V - e Zsec
ua(ty) =-50V.e 2= —-6.7T67TV
ua(ty) = —-6.767V +30V =23.23V

Sprung wird voll zum Ausgang iibertragen!

Fir t>tg="7sec gilt:

t—t
Die Zeitfunktion u(t) = Ugnd + [Uanf — Ugnd | - e = nach Seite 58 beginnt bei U anf

Upns =23.23V; Ugnq=0V
ua(t) =0V +(2323V —0V) e 2Zsec
up(t3) =23.23V.e 15 =5184V

_t—Tsec

verlduft asymptotisch mit der Zeitkonstante 7 gegen Ugpg.

Berechnet man ihre Ableitung zum Zeitpunkt t = tar erhélt man

du(t)

Tdt =t =

Uantf —Ugna _
T

Ugnd — UAns
T

Deutet man das Ergebnis als ein Steigungsdreick mit

Au = Ugng — Uanr

und

und At =7 kann man im Punkt [t = t[)" ; u="Upps] diese An-
fangssteigung einzeichnen, die die Tangente an die Zeitfunktion bildet.

Auf den Seiten 57, 58 und 59 sind diese Hilfslinien in den Bildern diinn eingetragen.

u(t)

Ugnd

U31-0U33

Uanf

U 38-T 40

to

to+7
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5.1.2 Differenzialgleichungen 2. Ordnung
Passiver Tiefpass vom Grad n=2 R L

Gesucht: DGL fiir  uc(t) —: -
MGL: uc(t) + ur(t) +uL(t) = u(t) ur(t) ug,(t)
<> c —— |uct)

uc(t) +R-i(t) + L-i'(t) = u(t) u(t)

Aus  uc(t) =& [i(t) dt erhilt man
i(t) = Cup(t): 1(t) = C - ub(o).
uc(t) + RC - ug(t) + LC - uf(t) = u(t)

Die Normalform der DGL lautet: |[ug(t) + B - ug(t) + 75 - uc(t) = & - u(t)

Die DGL ist von 2.0rdnung, da das Netzwerk zwei unabhéingige, verschiedene Energiespeicher enthélt.
Bei kleinen Werten von R ( d.h. bei einer grofien Giite des Serienresonanzkreises ) ist das Netzwerk
schwingungsfihig, da dann die noch vorhandene Energie abwechselnd im Magnetfeld der Induktivitat L
und im elektrischen Feld der Kapazitit C gespeichert wird.

Zur Losung verwendet man die allgemeine Darstellung der DGL 2. Ordnung in der Normalform.

y'+p-y+tqy=r

Die 'rechte Seite’ der DGL r  wird auch *Storfunktion’ genannt und beschreibt die dulere(n) Quelle(n),
die das betrachtete Netzwerk erregen.

Die Losung der DGL erfolgt analog zum Vorgehen auf Seite 55 wieder in zwei Schritten:

1. Losung der homogenen DGL: y+py+q-y=0 ( allgemeine Losung )
Sie beschreibt das Netzwerkverhalten ohne duflere Quellen ( deshalb mit r =20).

2. Losung der inhomogenen DGL: y+py+q-y=r ( spezielle Losung )

Sie beschreibt das Netzwerkverhalten inklusive der dufieren Quelle(n).

Die gesuchte vollstéindige Losung y  ergibt sich unter Beriicksichtigung der beiden Anfangswerte aus
der Summe der allgemeinen Losung ¥y der homogenen DGL und einer speziellen Losung ys  der
inhomogenen DGL:

Y=YhtYs

Die allgemeine Losung d.h. die Losung der homogenen DGL findet man auch hier durch den Ansatz
yh=A e unddamit yj =X A-eM sowie yi =I2 A.et.

Setzt man diese Ausdriicke in die DGL ein, erhélt man die folgende Gleichung.
MoA-eMtip-AA-eMiqg-AeM=(\2+p-A+q)-A-eMt=0

Die CHARAKTERISTISCHE GLEICHUNG, die alle Informationen iiber das dynamische Verhalten
des betrachteten Netzwerks enthélt, ist bei DGL 2. Ordnung immer eine quadratische Gleichung,

M+p-A+q=0
die fiir die beiden Eigenwerte Ay, Ao gleich Null wird.

Abhéngig von den Werten von p und q sind fiir die Losungen drei Falle zu unterscheiden.

2 2
M2 = —g \/ PZ —q  mit der Diskriminante D= pz —-q
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Fall1: Fiir D > 0 erhilt man zwei verschiedene, reelle Eigenwerte: Aperiodisches Verhalten

Alz—g—i-\/ﬁ und )\zz—g—\/ﬁ und damit yh:A-e)‘:"t—i-B-e>‘2't

Fall 2 : Fiir D =0 erhilt man zwei gleiche, reelle Eigenwerte: Aperiodischer Grenzfall

AleZ:A:—g und damit  yp = A-eMt +t.B. et

Fall 3: Fir D < 0 tritt ein konjugiert komplexes Paar von Eigenwerten auf:

)\1:—%+j\/—D:oz+jﬁ und Azz—g—j\/—D:a—jﬁ und damit

yh=A -e*" . sin(f-t) +B-e*" cos(f-t) =C- et -sin(B-t + @)

Bei p>0 ist «a <0 unddie fir das Abklingen der Schwingung mafgebliche
Zeitkonstante T,p  berechnet sich aus dem Realteil zu  Tap = —1/a.

Der Imaginérteil (8 >0 bestimmt die Kreisfrequenz, mit der die EIGENSCHWINGUNG
ausgefithrt wird. Nur im Fall 3 ist das Netzwerk SCHWINGUNGSFAHIG !

Beim Ermitteln der speziellen Losung der inhomogenen DGL 2. Ordnung verfihrt man analog, wie es
auf Seite 55 fiir die DGL 1. Ordnung erldutert ist. Die Tabelle ist jedoch fiir die DGL 2. Ordnung nicht
vollstédndig, da hier weitere Sonderféllen auftreten konnen.

1. Beispiel zur DGL 2. Ordnung

Gegebene Elementewerte zur Schaltung auf Seite 60: R =20Q2; L=1H; C=99.01uF.
Die Spannung u(t) springt bei t = 0 vom Wert 0 V auf 1 V.
Fiir die beiden Anfangswerte gilt: uc(t =07) =uco =0V ; ug(t=0")=u, =0V/sec.

Berechnen Sie die vollstéindige Zeitfunktion der Spannung uc(t) am Ausgang des Netzwerks.

2. Beispiel zur DGL 2. Ordnung

Der Schalter S ist zunéchst fiir lange Zeit geschlossen und wird bei t = 0 ge6finet.

)

R L
— ) R-100
1 un) L=05H
u(t) () uc(t)| ug/(t) C = 26.667 mF.
€ v R u(t) = 100V - sin(200t-
a.) Berechnen Sie  i(07); i(0"); uc(07); uc(0h). U 41, U 42

. i du
b.) Berechnen Sie %]t:(ﬁ ; d—ti(:‘t:0+'

c.) Stellen Sie die DGL fiir i(t) fir t >0 inder Normalform auf und berechnen Sie die Eigenwerte.
Ist das Netzwerk schwingungsfihig?

Insbesondere bei komplizierteren Netzwerken ( mit vermaschten Strukturen und / oder mit mehreren
Blindelementen ) erfordert das Aufstellen und Losen der DGL(n) einige Ubung und Miihe.

Da solche Fille in der Praxis gewohnlich mit Rechnerhilfe ( z.B. mit PSPICE ) numerisch oder aber mit
der Laplace-Transformation bearbeitet werden, wird hier auf eine weitere Vertiefung verzichtet.
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5.2 Mit Hilfe der Laplace-Transformation

Durch den Ubergang vom Original- oder Zeitbereich in den Frequenz- oder Bildbereich der Laplace-
Transformation ergeben sich insbesondere bei der Behandlung von DGL wesentliche Vereinfachungen.

WICHTIG: Im Weiteren interessieren wir uns nur fiir die Zeitfunktionen im Bereich t > O .

Die Vergangenheit wird gegebenenfalls durch geeignete Anfangsbedingungen erfasst.

5.2.1 Laplace-Integral, Tabellen zur Laplace-Trafo, Programm LAPLACE

Mit Hilfe des uneigentlichen Laplace-Integrals

F(s) = tji) f(t) - e Stdt

gelingt es, die Original- oder Zeitfunktion f(t) in die Bild- oder Spektralfunktion F(s) umzu-
rechnen.

Fiir den umgekehrten Weg ( Ermittlung der Zeitfunktion aus der Bildfunktion ) gibt es mehrere Wege.
Hier wird der gebrduchlichste und einfachste Weg iiber die Partialbruch-Zerlegung der Bildfunktion
F(s) und die Verwendung von Tabellen zur gliedweisen Riicktransformation in den Zeitbereich be-
sprochen.

Den Ubergang vom Zeit- in den Bildbereich bezeichnet man als Laplace-Transformation
[ symbolische Darstellung ‘ F(s) = L{f(t)} F(s) e——o f(t) ‘ ].

bl

Den Ubergang vom Bild- in den Zeitbereich nennt man inverse Laplace-Transformation

[ symbolische Darstellung | £(t) = L~ *{E(s)} |;| £(t) o—e E(s) |

Fiir den Anwender stehen umfangreiche Tabellenwerke zur Verfiigung, die neben den Rechenregeln auch so
genannte Korrespondenzen, d. h. Paare von Funktionen enthalten, die iiber die Laplace-Transformation

zusammenhéngen.

Die Seiten 63 und 64 enthalten Gleichungen zur Berechnung von Grenzwerten, die wichtigsten Operatio-

nen sowie eine Auswahl von Korrespondenzen der Laplace-Transformation.

5.2.2 Losung von DGL im Bildbereich der Laplace-Transformation

Das 1. Beispiel auf Seite 56 soll nun auch im Bildbereich bearbeitet werden.

DGL: u’C+%uc:%u mit u=Ug=10V; 7=RC=2sec; Ugg=5V

Beim Ubergang in den Bildbereich und zur Losung der DGL sind folgende Schritte erforderlich:

Zeitfunktionen ( kleine Buchstaben ) werden durch Bildfunktionen ( grofie Buchstaben mit dem
Argument s ) ersetzt:  uc(t) = Ug(s)

Abgeleitete Zeitfunktionen werden nach Seite 63 ( Differenzieren im Zeitbereich ) ersetzt:
ug = s-Ug(s) —uc(t=0)
Auf diese Weise wird der Anfangswert der Kondensatorspannung fiir t=0 beriicksichtigt.

Da uns die Signale nur fiir positive Zeiten interessieren, sorgt man dafiir, dass der Sprung der
Spannungsquelle u von 0 V zur Zeit t=0 auf 10 V erfolgt ( wenn notig Einschaltzeitpunkt verschieben

oder modifizierte Zeitachse verwenden ).
Im Bildbereich entspricht dies nach Korrespondenz Nr. 2 dem Uo- fachen Einheitssprung:

U0
u — =S
. . . . . _ 1 _ 1Y,
Die DGL im Bildbereich lautet damit s-Uc(s) —Uco + 7Uc(s) = 752 -
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LAPLACE-TRANSFORMATION : Grenzwerte, Operationen, Korrespondenzen I

Grenzwertsitze fiir f(t) : | lim f(t) = lim [s- F(s) | lim f(t) = lim[s - F(s) ]

t—0+ S—00 t—oo s—0

Operationen im Zeitbereich und deren Entsprechungen im Bildbereich

® Beriicksichtigung einer Konstante :
LIK-ft)} = K- L{f(t)}=K Es)
e Bildung einer Summe oder einer Differenz:

L{fi(t) £fa(t) } = L{fi(t) } £ L{f2(t) } = F1(s) £ Fy(s)
® Integration im Zeitbereich :
L{[Erdr} = LL{f(®))=1 F@)
° Diffgrenzieren im Zeitbereich :
E{ Y1 = s.F(s)—f(t=0")
c{ dfif:gﬂ } = s2.F(s)—s-f(t=0")—f(t =0%)
L{EIWY o B F(s)—s2-f(t=0%) —s-F(t=0F) — f"(t = 0F)

o Diampfung im Zeitbereich :
e .f(t) = F(s+a) wobei «  beliebig komplex
e Normierungen mit a >0 und reell :

1. der Zeit: f(a-t) = 1.F(%) 2. der Frequenz: F(a-s) = 1.f(%)

a a a a

® Zeit-Verschiebung [ Die Zeitfunktion nach der Verschiebung ist Null fir t <a]:
ft—a) = e 2-F(s) wobei a >0 und reell

e Faltungssatz [ Auch giiltig mit vertauschten Indizes 1 < 2 bei den Funktionen ]:
El(S) -E2(S) :E2(S) -El(S) = fl(t)*fz(t) :fg( *fl ffl f2 t—T)d’T

Korrespondenz-Tabelle ( Teil T )

Bildfunktion Zeitfunktion
Nr. F(s) f(t) Bemerkungen
1 1 3(t) Einheitsimpuls bei t = 0
2 % o(t) Einheitssprung bei t = 0
| f(t<0)=0; f(t>0)=1 |
1
3 = t t
52 o(t)
L tn—l i
4 p S o(t) n >0 und ganzzahlig
1 —
5 sTa et o(t)
1 —a-t
6 — t-e co(t
(S + CL)2 U( )
1 7fn—l K e—at . .
7 Gra =1 o(t) n >0 und ganzzahlig
1 et
8 IT+as a (t)
1 t-eta
9 — —— 0
(1+as) a *)
-1 —t
10 1 et o(t) n >0 und ganzzahlig

(1+as)" a® - (n—1)!
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LAPLACE-TRANSFORMATION : Korrespondenz-Tabelle ( Teil II )
Bildfunktion Zeitfunktion
Nr. F(s) f(t) Bem.
_e—a t
11 s(s}l—a) ! a ’ J(t)
12 S(Sia)Q 17(1+Z-2,t).e_a.t O-(t)
13 s(lJlras) [1 - e—t/a] ’ U(t)
14 s(lJrlas)2 [1 - (1 + %) ’ eit/a] U(t)
5 e T
16 52(1%|—a5) [t —a- (1 - e—t/a)] U(t)
e—a-t_e—b-t
17 m —b—a O'(t) a 7& b
1 e—t/a_p—t/b
18 (T as) (1505 o) a#b
19 1 L . 1 b~6_a't—a-e_b't ) t b
s(s+a)(s+b) a-b [ + a—b ] U( ) a#
a.eft/ai .e—t/b
20 s(l-i—as%(l—i—bs) [1 + bfg] ’ U(t) a#b
2 e et - sin(Bt) - o (t) )
Na i 4 L et . sin(Bt) - o(t) )
1 1 et -sin(Bt4arctan(8/—a)—180°) 1 *
2 A EaIA [ + et J-ol(t) )
1 wn - eiD'wO't . P *%
23 TreZD T T sin(wg - V1 — D?-t)-o(t) )
w0 wg
1 _ e~ Dwot . . — n2. 3 . *k
24 73(1+3-%+Z—%) [1 NAE sin(wg - V1 — D? - t + arccos[D])] - o(t) )
2%5 K- [s—a][.si_n(()ﬁ%ig;%(so) K- eot. sin(Bt + ) - o(t) *)
26 1 e—a-t e—b-t e_c.t t b
GTa)EHD) (10 [ == + @ + @an=g ] o) atb#c
1 a(b—c)et/24b(c—a)e /P 4c(a—b)e~t/c
27 (1+as)(1+bs)(I+cs) @=0)(a—0)(—0) ~o(t) a#b#c

180° — arctan Zz= : 7, > 0

Tim

20/12, + 1} eMsin(Bt +p)-o(t)  p= 90° - ‘:;; :

arctan —2& : r;, < 0
|7"im|

* Tre+j Tim T"re*j Tim
28%) i) T olei 8D

Bedeutungen und Wertebereiche der in den Gleichungen verwendeten Grofien:

) a0 =
) wg>0 =

>0 =
0<D<1 =

Realteil des konj.- kompl. Polpaares; Imaginérteil des Polpaares

Ungedampfte Eigenkreisfrequenz ; Déampfungsgrad
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Auflsen nach der gesuchten GroBe Ug(s):

U
Ucls) (s+7)-Uco=2%" : Ucl) =217
Up
Zerlegen der Bildfunktion in Partialbriiche: Uc(s) = T + Uco

= s(s+1/7) s+1/7
nach Nr. 11 bzw. Nr. 5 ) und Addition der

alle

Die gliedweise Riicktransformation ( mit a =

beiden Teilfunktionen ergibt die gesuchte Zeitfunktion:
uc(t) = [ Yo L2 4 Uco-e¥/7]-o(t)
uc(t) = [10 V- (1 — e t/25¢) 4 5V . e t/25e¢ . 5(t)
[10V — 5V .e t/2sec]. 5(t)

uc(t)

Das 1. Beispiel auf Seite 61 wird nun auch im Bildbereich bearbeitet und gelost.

DGL: ul+p-ugc+q-uc=q-u mit p—f—20 q = = 10100

sec’ sec2 ’
den Anfangswerten uc(t=0)=uc,=0V; u(t=0)=0 Q und u=Ug=1V
uc(t) = Uc(s)
ul = s? - Ucg(s) —s-uc(t =0) —ug(t =0) =s?-Ug(s) sowie
u — 5 Ug(s) — uc(t = 0) = s - Ug(s)
u— o
2 _ q'U
‘Ug(s) +s-p-Ucg(s) +q-Ug(s) = 40
U ‘U
HC() (S +s- p+q)_q 0; HC(S):qSO'(S2+Sl.p+q)
Die Nullstellen der quadratischen Gleichung im Nenner sind die Eigenwerte,
die bei der DGL bestimmt wurden: Sco12=M2=axjl=(—-10+j100) $
10100 —5-Ug
Uc(s) = s(s—[ —10+;100] Sec)(s [—10-j100] L)
Eine Zerlegung in Partialbriiche ist hier nicht erforderlich ( Korrespondenz Nr. 22 ).
. Riicktransformation nach Nr. 22 ergibt mit dem Faktor 1V -10100 Sec2 :
~10%5 .sin(100 - +arctan(—220_)—~180°
uc(t) =1V-10100 L, - | 1 1 L sin(100 .t +-arctan(—%5) ) - o(t)

—10)2+100%] L5 10022 1/(-10)24+1002 2

uc(t) = [1V+1.005 Ve %% -sin(100-L —95.71°) | - o(t)

u
werte ] in der s-Ebene bei einer Variation des Widerstandswertes im Bereich 0 < R < 2,/L/C kann
aus der Charakteristischen Gleichung C(s) berechnet werden :

Die Bewegung der beiden Polstellen der Ubertragungs-Funktion G(s) = UC(( s) [ d. h. der Eigen-

\_/

C(s)=s?>+sp+q=s? +SR+LC—0:>sool2—aiJﬁ— 21}1 LC (%)
R « B = wg a? 4+ 32 Bemerkungen
0 0 V1/LC = wy wg ungedidmpfte Schwingung
0<R<2/L/C| —-R/2L | /1/LC — (R/2L)2 w? geddmpfte Schwingung
L/C —R/2L 0 wg aperiodischer Grenzfall
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5.2.3 Direkte Losung im Bildbereich ohne Aufstellen der DGL

Das Aufstellen der DGL ist nicht erforderlich, wenn alle Elemente der Schaltung mit ihrer Beschreibung
in den Bildbereich iibertragen werden. Die Schaltungsanalyse erfolgt dann wie bei der Wechselstrom-
rechnung aber mit dem verallgemeinerten Argument s =0 + jw statt jw.

o Jede Gleichstrom- und jede Gleichspannungsquelle, die zur Zeit t=0 eingeschaltet wird, ist im Bild-
bereich wie folgt zu ersetzen ( Andere Signalformen werden spiiter behandelt ) :

Aus der Quelle wird im Bildbereich und aus wird im Bildbereich
0 s To Ty

S
o Alle Widerstinde R  werden unverdndert in den Bildbereich iibernommen.

e Fiir jede Induktivitit L mit Zy(jw) = m =jwL setzt man Zj(s) = YLl(s) =sL

e Fir jede Kapazit'at C mit Zc(j W) = m = _]% setzt man Zc(S) = Y;(S) = %
Lc C

e Sind fiir t = 0" Anfangswerte ( Ipg, U ) zu beriicksichtigen, findet man mit Hilfe des Dif-

ferentiationssatzes der Laplace-Transformation — £{ %(tt) 1} = s-F(s)—f(t=0") geeignete
Ersatzschaltungen mit Spannungsquellen fiir stromdurchflossene Induktivitaten und vorgeladene Kapa-

zitdten. Es lassen sich auch Ersatzschaltungen mit Stromquellen angegeben. Die dort auftretenden
Stromverzweigungen erschweren jedoch die Analyse.

Teilschaltung zugehorige Gleichung im Ersatzschaltung im Bild-
im Zeitbereich DGL Bildbereich bereich mit Spgs.-Quelle
L L Ups) =L-[sh(®)-Two] o 1 Llw
Lo . \ =L
_ diL(t) und daraus N\
o—lll—o t)=L- =5 o
uL( ) dt IL(S) _ HL(S)J'];L'ILO - u
= S
ne() Iu(s) = S5 + e Un(s)
Teilschaltung zugehorige Gleichung im Ersatzschaltung im Bild-
im Zeitbereich DGL Bildbereich bereich mit Spgs.-Quelle
Uco
io(t) C Ic(s) =C - [s Uc(s) — Uco] Ios) © ——
C || ic(t)=C- duc(t) und daraus o =C 1 N\
dt Ug(s) = Le®+CUco I -/
b S
Uco Io(s) . U
Uo(s) = 66" + ¢ Tal®)

Beispiel:  Berechnen Sie allgemein mit Hilfe von Ersatzschaltungen die Bildfunktion der Spannung
u(t) der dargestellten Schaltung unter Beriicksichtigung der Anfangswerte Uco, Ipo.

Aus der Schaltung mit Anfangswerten im Zeitbereich erhélt man als Schaltung im Bildbereich

O

C
Iro Uco { —_—
u(t)
2 i
iL(t) ic(t)
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Losung zum Beispiel auf Seite 66 unten fiir die Anfangswerte

berechnet mit dem Programm ‘ ZUSTAND ‘ )

R1

— ZUORDNUNG DER ZUSTANDSGROSSEN -
& U=IL(L) ) K2i=Ucit)

COHUI=UC ) K2(t= 1Lt
WAHL DER SCHALTUNGESTRUKTUR
|PARALLELSCHWINGKREIS MIT YERLUSTEN _'_i

KEMMWERTE [ SCHALTUNG UND RECHNUMG ]

R1/Ohm=| 2.0000E+001 REIOhm:i1_DDDDE+1DD

uC0:2OV; iL():OmA

ILmax= 1.7168E-001 &

UC max = 2.0000E+001

YWWoes max = 1.9802E-002 Ws

A1 =[-10000E+001+] 1.0000E+002]1/s
A 2=[-1.0000E+007 -] 1.0000E+002 ] 1/5

WC =0.5-CUC= WL = 0.5LIL% Wges = WC +WL

LiH=|1.0000E+000 CIF= 19.901DE-005
IL(my A= | 0.0000E+000  UC(miy= iE.UDDDE+DD1

ZEIT:0==T==Tmax, Tmax!sec= I 3.0000E-001

Losung zum Beispiel auf Seite 66 unten fiir die Anfangswerte

berechnet mit dem Programm | ZUSTAND | .

R1

uco = OV; iLO = 50mA

IL max = 5.0000E-002 A
UC max = 4.3350E+000 v
Wges max = 1.2000E-003 Ws

A1 =[-1.0000E+001+] 1.0000E+002] 1/
A2 =[-1.0000E+001 -] 1.0000E+002 ] 145

WC =0.8-CUC2 WL =0.5L 2 Woges ="WC +WL

~ ZUORDNUNG DER ZUSTANDSGROSSEN ————
& Rty =1L K2 (= Ue(t)

ORI =UC ), K2(h= 1Lt

WAHL DER SCHALTUNGSSTRUKTUR

| PARALLELSCHWINGKREIS MIT VERLUSTEN =]

KEMMWERTE [ SCHALTUMNG UMD RECHMNUMG ]

R1IOhm=iQDDDDE+DD1 R210hm=i1 O0000E+100

LiH= i1.EIEIEIEIE+EIEIEI CIiF= iQ.QUmE-UUS
L0y § A= i 5.0000E-002 S0y 1y = iU.UEIDEIE+EIEIEI

ZEIT: 0==T==Tmax, Tmax!sec= | 3.0000E-001
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5.2.4 DGL und Ubertragungs-Funktion bei Netzwerken ohne Anfangswerte

Ist ein elektrisches Netzwerk fiir t=0 energielos ( d.h. alle Anfangswerte sind gleich Null ), kann der

Ubergang von der DGL zur Ubertragungs-Funktion ( die zur Beschreibung linearer Anordnungen
unverzichtbar ist ) oder umgekehrt mit folgenden Ersetzungen einfach durchgefiihrt werden.

y <=s5-Y(s); y' =52 Y(s); y"<=s2Y(s); ... y®<e=s"-Y(s)

Aus der DGL fiir die Spannung uc  des passiven Tiefpassfilters vom Grad n=2 auf Seite 60

W, o+ Bog tghue = goou

wird im Bildbereich s2-Ug(s) + s - B.Ug(s) + s Ucls) = 5 -U(s).

Uc(s) kann auf der linken Seite als gemeinsamer Faktor ausgeklammert werden. U
Bildet man dann das Verhéltnis Ausgangssignal zu Eingangssignal, im Beispiel also  G(s) = _UC(S)’

erhiilt man die so genannte  UBERTRAGUNGS-FUNKTION  G(s).

Diese gebrochen rationale Funktion besteht einem Zé&hlerpolynom und einem Nennerpolynom, das als
Charakteristische Gleichung C(s) bezeichnet wird. Deren Nullstellen sind die Eigenwerte der DGL
und bilden die Polstellen der Ubertragungs-Funktion.

G(s) = Ausgangssignal  Ug(s) 1/(LC) 1 %s)

=%/~ FEingangssignal ~ U(s) s?+s -R/L+1/(LC) 1+s RC+s?-LC C

Zur gleichen Funktion kommt man auch
durch direkte Analyse. Wertet man den

unbelasteten Spannungsteiler aus und ver-
wendet  fiir die  Wechselstromwiderstéinde
Zi, =sL uwnd Zc = % , erhdlt man ohne
das Aufstellen der DGL

G(s) = Uc(s) _ Z(s) _ sC _ 1 .
- U(s) R+ Zy,(s) + Z¢(s) R4 sL 4 1 7 14+sRC+S%LC
sC

Die hochste im Zéhler- oder im Nennerpolynom von  G(s) enthaltene Potenz von s bestimmt die
Ordnung oder synonym den Grad des Netzwerks und entspricht der Ordnung der zugehorigen DGL.

Im betrachteten Beispiel besitzt die Ubertragungs-Funktion ( wegen der beiden verschiedenartigen, un-
abhiingigen Energiespeicher ) den Grad n=2.
Die Signalgréfen an Eingang und Ausgang miissen nicht immer gleichartig sein.
Beispiele: Ermitteln Sie fiir den Reihenschwingkreis folgende Ubertragungs-Funktionen.
Geben Sie ihre Frequenzabhéngigkeiten (z.B. TP fiir Tiefpass) an.
R _ sRC

Nebenrechiung: — T L T iTsRO TG Einheit:

sC
Gy (s) = UER(SS)) - TRG TG Frequenzabhéngigkeit:
Gy(s) = %L(SS)) = 1 T sRC 1 sLC Frequenzabhiingigkeit:
Gj(s) = %C(SS)) = 1 T SRC + sLC Frequenzabhiingigkeit:

Gy(s) = U(s) = 1+ sRC + s2LC Frequenzabhéangigkeit:
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Fiir technische Anwendungen sind Zweitore von besonderem Interesse, da sie einer Berechnung mit nur
zwei Gleichungen relativ leicht zugéinglich sind. Man fasst bei diesen Netzwerken je zwei Anschliisse zu
einem Tor zusammen und bildet so ein Eingangs- und ein Ausgangstor.

Zweitor A(s)
w S
| Ele) G(s) A 50~ ke
——— —— o

Eingangstor Ausgangstor

Die Ubertragungs-Funktion G(s) beschreibt im Bildbereich das Verhéltnis Ausgangssignal zu Ein-
gangssignal und kann in allen Féllen mit zwei gleichartigen Signalen ( Spannungen oder Stréme ) auch
als Verstdarkungsfunktion verstanden werden.

Durch Umschreiben der Ubertragungs-Funktion erhilt man ‘ A(s) = E(s) - G(s) ‘ .

Entnimmt man die Bildfunktion des Eingangssignals E(s) der Laplace-Tabelle, lisst sich auf einfache
Art die Bildfunktion des Ausgangssignals A(s) gemi E(s)-G(s) ermitteln.

Die folgende Tabelle enthiilt einige der wichtigsten Zeitfunktionen e(t) und deren Bildfunktionen
E(s) . Aus diesen und den Transformationspaaren auf den Seiten 63 und 64 kénnen auch kompliziertere
Funktionen zusammengesetzt werden.

e(t) E(s) Bezeichnung siehe Seite

o(t) 1 Einheitsimpuls bei t=0 63; Nr. 1

o(t) 1 Einheitssprung bei t=0 63; Nr. 2
k-t-o(t) s% Rampenfunktion, Beginn bei t=0 63; Nr. 3

K -sin(wt + @) - o(t) | K - Esinleftwcose) | Anoemeine Sinusfunktion, Beginn bei t=0 | 64; Nr. 25

524w?

Beispiel:  Gegeben ist ein passives Zweitor mit der Zeitkonstante 7 = RC = 2 sec
und der Zeitverlauf der Eingangsspannung ug(t).

| |© e
| | 25V
@D [
R 1V
0 2 t/sec

a.) Ermitteln Sie die Ubertragungs-Funktion G(s).
b.)  Geben Sie die Bildfunktion des Eingangssignals Ug(s) an.

c.)  Berechnen Sie die Bildfunktion des Ausgangssignals U 4 (s)
und zerlegen Sie diese in Partialbriiche.

d.)  Ermitteln Sie die Zeitfunktion ua(t) und skizzieren Sie deren Verlauf.



0517 HM-FKO04 © Prof. Dr. E. Miiller Signale 4+ Systeme [27.03.20] Seite 70

5.2.5 Einheits-Impulsantwort ( EIA ) oder Gewichtsfunktion g(t)

Erregt man ein lineares Netzwerk am Eingang mit einem Impuls 6(t), der zur Zeit t=0 wirkt, eine
Dauer dt — 0 bzw. dt — 0 besitzt und die Fliche eins bzw. 1 Vsec umschliefit, antwortet es
am Ausgang mit seiner Einheits-Impulsantwort EIA, die auch 'Gewichtsfunktion’ genannt und mit g(t)
bezeichnet wird.

t t
1 u( ) 1 Vsec u( )
dt dt
Fliche = 1 Fliche = 1 Vsec
0 dt —0 t=1t/Tg 0 dt—0 t
Normierter Einheitsimpuls & (%) Einheits-Spannungs-Impuls 1 Vsec-d( 1)

Mit der Bildfunktion des ( Dirac- ) Impulses am Eingang E(s) =1 bzw. E(s) =1Vsec ist das
Ausgangssignal -die EIA im Bildbereich- gemifl A(s) = E(s) - G(s) gleich der bzw. proportional zur
Ubertragungs-Funktion.

Die EIA g(t) ist bei der spéter folgenden Betrachtung der Faltung von entscheidender Bedeutung. ‘

5.2.6 Einheits-Sprungantwort ( ESA ) oder Ubergangsfunktion h(t)

Erregt man ein lineares Netzwerk am Eingang mit einem sprungférmigen Signal ~ o(t) bzw. 1V -o(t),
das zur Zeit t=0 einsetzt und den Endwert 1 bzw. 1 Vnach dt — 0 bzw. dt — 0 erreicht, ant-
wortet es am Ausgang mit seiner Einheits-Sprungantwort ESA, die auch 'Ubergangsfunktion’ genannt
und mit h(t) bezeichnet wird.

u(t) u(t)
1 1V
0 dt -0 t=1t/Tg 0 dt—0 t
Normierter Einheitssprung o (1) Einheits-Spannungs-Sprung 1 V-o(t)
Als Folge der Bildfunktion des Einheitssprunges am Eingang E(s) = % bzw. E(s) = % enthilt

das Ausgangssignal -die ESA im Bildbereich- eine Polstelle im Ursprung der s-Ebene A (s) = E(s) - G(s).
Die Bildfunktion der ESA ist ebenfalls eine gebrochen rationale Funktion.

Uberlegen Sie anhand der oben stehenden Bilder mit welchen mathematischen Operationen aus einem
Einheitsimpuls ein Einheitssprung und ein Einheitsimpuls aus einem Einheitssprung erzeugt werden kann.
Beachten Sie bei diesen Uberlegungen auch die Bildfunktionen der nétigen Operationen!

Beispiel:
a.) Berechnen Sie die Ubertragungs-Funktion G(s) eines passiven RLC-Tiefpassfilters vom Grad n=2
mit folgenden Elementewerten R =100, L =83.333mH, C =12uF.

_ Uals) _ 1
Us) 14 52D /wp + s%/wi

und ermitteln Sie per Koeffizientenvergleich die fiir die Riicktransformation benétigten Kennwerte

Bringen Sie die Funktion auf die Form G(s)

Diampfungsgrad D und ungedédmpfte Eigenkreisfrequenz wg.

b.) Ermitteln Sie die Bildfunktionen fiir
bl.) einen Einheits-Spannungs-Impuls und
b2.) einen Einheits-Spannungs-Sprung.

c.) Berechnen Sie damit die zugehorigen Bildfunktionen fiir die beiden Ausgangssignale und transformie-
ren Sie diese mit der Laplace-Tabelle zuriick in den Zeitbereich.
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5.2.7 Partialbruch-Zerlegung ( PBZ ) von Bildfunktionen

Jede echt gebrochen rationale Bildfunktion F(s) = E(s) - G(s) [ Zihlergrad < Nennergrad ]
kann in DREI GLEICHWERTIGEN VARIANTEN dargestellt werden:

e Summenform: Kenngréfien sind die Polynom-Koeffizienten.

e Produktform: Kenngrofien sind die Konstante Q sowie die Pol- und Nullstellen.

e PBZ: Kenngrofien sind die Partialbruch-Koeffizienten, die auch Residuen genannt werden.

Zur Berechnung der  PBZ  verwendet man am besten die folgende Form von F(s).
>>> ACHTUNG: Die Konstante im Nenner hat hier den Wert 1. <<<

F(s) bo+bi-s+by-s2+...+by s™ __Zihler-Polynom Z(s)( Grad m, Summenform )
= (S —S001)(S — S002) - - (S — Soon) Nenner-Polynom N(s)( Grad n, Produktform )

Die PBZ orientiert sich nur an den POLSTELLEN von E(s); die Nullstellen der Funktion sind ( nicht
direkt ablesbar aber trotzdem vollstiindig ) in den Residuen enthalten. Abhéngig von den auftretenden
Vielfachheiten der Polstellen muss der zutreffende Ansatz fiir die Zerlegung gewéhlt werden.

Reelle Polstellen  Soop = Qoo fithren in jedem Fall auf reelle Residuen 7.

Konjugiert komplexe Polpaare 54012 = Qoo £ J foo  ergeben immer

zwei Residuen 1y, 719, die zueinander konjugiert komplex sind: ro =17

Zum PB mit  Spo1 = Qoo + J Boo  gehort das Residuum 17 =74 + j 7y und
zum PB mit  So02 = Qoo — J Poo gehort das Residuum 19 = 7rpe — J T = 7.

a) F(s) enth&dlt nur einfache Polstellen

Fs)—gfl—+o22 4 I3 . In  _ L (1)
- S — S0l S — Sc02 S — Sc03 S — Scon y:lS_SOOV

Die Berechnung der im allgemeinen Fall komplexen RESIDUEN oder PARTIALBRUCH-KOEFFIZIENTEN

r, ist schneller und einfacher moglich als durch Koeffizientenvergleich mit
Z(s) (s—s Z(s
r, = Ze) 1\(1(8) - |8 = Soow oder r, = dN_(g))/ds| 8 = Soov
N(s) ist nur als Produktform gegeben oder N(s) ist auch als Summenform gegeben.

b) F(s) enthdlt auch mehrfache Polstellen (Beispiel)

11 I21 I22 I>3 AR N S
F(s) = 5% ’ ’ o= T Yk (2)
&) = =5 T )T T 55w (5 sd)® iS1=n (s
w  steht fiir die Anzahl der verschiedenen Polstellen ( im Beispiel oben gilt w = ... ).
q; beschreibt die Vielfachheit der Polstelle i (im Beispiel: qi1 = ..., qz2= ... ).
n=qi;+d9z2+q9s+... +qw gibt den Grad des Nennerpolynoms an ( im Beispiel : n = ... ).

Laufzahlen in der Doppelsumme: i=1,2,3,...,w ud k=1,23 ... q;

Die im allgemeinen Fall komplexen RESIDUEN ( PARTTALBRUCH-KOEFFIZIENTEN ) Ik be-
rechnet man geméf der folgenden Gleichung [ QUOTIENTENREGEL beachten! | .

r:y, = 1 . dqi_k [
Lk = (g -] dsa

=

(8) (8 — Sooi)¥ ]| S = Seei
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Riicktransformation der Partialbruch-Zerlegung ( PBZ ) von Bildfunktionen

Durch die Partialbruch-Zerlegung wird aus der Bildfunktion die vollstdndige Summe ihrer additiven,
elementaren Bestandteile gewonnen. Danach ist die gliedweise Riicktransformation der einzelnen Sum-
manden mit den Korrespondenzen der Laplace-Transformation relativ einfach moglich.

WICHTIGE EINSICHT: So wie die Summe aller Partialbriiche die Gesamtbildfunktion ergibt,
ergibt die Summe aller gliedweise riicktransformierten Teilzeitfunktionen die Gesamtzeitfunktion.

a) Riicktransformation wenn F(s) nur einfache Polstellen enthilt

Die Berechnung der PBZ erfolgt nach Seite 71. Bei der Laplace-Riicktransformation wird die Korrespon-
denz Nr. 5 auf Seite 63 ( wenn notig mit einem komplexem Wert a ) verwendet.
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Wegen der reellen Polynom-Koeffizienten konnen alle Polstellen bekanntlich nur auf der reellen Achse oder
als konjugiert komplexe Paare in der s-Ebene liegen.

e Jede einfache reelle Polstelle  Soop = @iy triigt zur Gesamtzeitfunktion f(t) mit einer reellen

Exponentialfunktion ( ZEITKONSTANTE 7, = %.Oly ) bei: fut) =mry,- gQoovt

e Die beiden Partialbriiche des einfachen, konjugiert komplexen Polpaares Ssop, = oy, = j 8,

r r*

s [ow 13B] 5[0 3B

obere Polstelle untere Polstelle

besitzen immer konjugiert komplexe Residuen.

Es reicht deshalb aus, nur das Resiudum zur oberen Polstelle zu berechnen: r = rye + j rim

( siehe dazu auch die Korrespondenz Nr. 28 auf Seite 64 ). Die beiden Partialbriiche tragen zur
Gesamtzeitfunktion f(t) durch die beiden, konjugiert komplexen Zeitfunktionen f£;(t) [von
der oberen Polstelle ] und  fo(t) = £f3(t) [ von der unteren Polstelle ] bei, die man mit elemen-
taren Umformungen zu einem reellen Beitrag f12(t) zusammenfassen kann:

f12(t) = £1(t) +£2(t) = (rre +J I'im) : e(OéOO vt Boov)t + (I're —j I'im) . e(OéOO v Boo v)t

f1o(t) =2 e vt . (rpo - cos Boo vt — Tim - 5iN Boo ) . Aquivalente Umformung ergibt

fia(t) = 2y/r + 13, - <" . sin(fe ut + ) mit dem Winkel ¢ = arctan e

Der Winkel ¢ muss immer dann um  £180° korrigiert werden, wenn Ty, > 0.
Nur so ist sichergestellt, dass der Winkel im richtigen Quadranten liegt.

Die exponentiell mit der Zeit abklingende allgemeine Sinusfunktion f12(t)  besitzt
die HULLKURVEN- oder ABKLING-ZEITKONSTANTE 7y, = ——L

Qoop *

b) Riicktransformation wenn F(s) auch mehrfache Polstellen enthilt

Die Berechnung der PBZ erfolgt nach Seite 71. Bei der Laplace-Riicktransformation wird die Korrespon-
denz Nr. 7 auf Seite 63 ( wenn notig mit einem komplexem Wert a ) verwendet.

Tia a1 a2 a3 o Tk
E S) = — 2 2 ) ) — Z 5
( ) S 7 Sool (S - Sooz)l (S - Sc>02)2 (S - 5002)3 i=1k=1 (S — Sooi)k
wo G r; W g t(k—1)
E S) = Z Z ik — f(t) = Z Z A7 L - esooi't
> iZ1K21 (5 — S00i) ®) Ss k—1)0 Tk

Alle oben unter a) getroffenen Aussagen zu den Teilzeitfunktionen reeller Pole und zur Zusammenfassung

der Teilzeitfunktionen bei konjugiert komplexen Polpaaren gelten hier sinngemés.

k—
Bei allen Teilzeitfunktionen ist der Faktor % zu beachten.
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Beispiele zu Bildfunktionen: PBZ, Riicktransformation (Programm‘ LAPLACE ‘)
F,(s) = —40s — 8 —40(s — [-0.2]) Z(s)

Gegeben: s +7s2+27s+85 (s—[-B)(s—[~1+j4)(s —[-1—-j4]) ~ N(s)
a.) Ist die gegebene Bildfunktion F;(s) teilerfremd?

b.) Enthilt die Funktion nur einfache oder auch mehrfache Pole?

c.) Berechnen Sie die zugehorige PBZ.

d.) Ermitteln Sie durch gliedweise Riicktransformation der PBZ die Zeitfunktion 7 (t).

Losung: a.) Ja, da keine gemeinsamen Faktoren im Z#hler- und Nennerpolynom enthalten sind.

b.) Nein, da alle (auch die die konjugiert komplexen) Pole an verschiedenen Stellen liegen.

Pol oben Pol unten
_ _ri Ia rs

c.) Eq(s) = s 8 Tsinag Tsriga— sis T s+1 Sat S+1+J4

. _ Z(s)-(s+5) _ —40s-8 _ _—40(-5)-8 _ 192 _
Berechnung von r; z.B.mit r; = NG ‘51_5 = 52+25+17’5:_5 = 2542(5)¥17 — 32 — 6
Das Residuum jeder reellen Polstelle besitzt immer einen reellen Wert!
r's zum oberen Pol berechnen z.B. mit ro = Z( y7ds \S_,lﬂ 4; d%és) =3s2+14s+ 27

_ __—40s—8 R —40(—1+j4)—8 _ 32-j160 _ o —

Ly = 357 145 27 /5=—1+i4 = 3142 T14(—17j 4727 — —324582 — 9 TJ2=T2re +jTI2im

Das Residuum jeder komplexen Polstelle besitzt im Allgemeinen einen komplexen Wert!

d.) Riicktransformation nach Seite 72 liefert aus Fl(s) = 525 + sjfltij%l + sjr3ljrjj24 die
Zeitfunktion £y (t) = 6 - e 75t + 2,/(— )2-e 't . sin(4t + ¢) ; ¢ = arctan—>5; [ 5 = 56.31°.

Mit der Amplitude 24/13 =7.2111 und dem um —180° korrigierten Winkel
erhiilt man die gesuchte Zeitfunktion fy(t) = 6-e 5t 4+ 7.2111 - et . sin(4t — 123.69°).

Z(s
Fy(s) — 05 245432 _ 554 24s+32 _ Z(s)

Gegeben:
- s3+8s2+20s+16 (s+2)>%(s+4) N

a.) Ist die gegebene Bildfunktion Foy(s) teilerfremd?

b.) Enthilt die Funktion nur einfache oder auch mehrfache Pole?

c.) Berechnen Sie die zugehérige PBZ.

d.) Ermitteln Sie durch gliedweise Riicktransformation die Zeitfunktion fa(t).

Losung:  a.) Lage der Nullstellen aus der Gleichung 552 +24s+32=0:
—244V/242-4532 _ —245V576-640 _ _9 44 j0.8; sg3 — oo ( Gradunterschied )

S01,2 =
Lage der Polstellen aus der Gleichung (s +2)%(s +4) =0 :
Soc 1,2 = —2 ( diese Polstelle ist doppelt! ) sy3 = —4

Die gegebene Funktion ist teilerfremd: Keine gemeinsamen Faktoren in Z&hler- und Nennerpolynom.

b.) Sie enthilt offensichtlich auch mehrfache Pole, was beim Ansatz fiir die PBZ zu beachten ist.

ri,2 ra1 _ ria ri2 . .
C.) EZ(S) [ ( 2)]1 + [S ( )}2 + ( ) — (S+2)1 + (S+2)2 + S+4 Slehe Selte 71
Die Bearbeitung der 1. Polstelle erfolgt mit i=1; qi1 =2 da diese Polstelle eine doppelte ist.
1. __1 d! [ 5524245432 2 _ (10s+24)(s+4)—(5s%+245+32)(1) B
Mitk=ts v = gyl | SRS G427, - (742 =2 =1
T _ 1 d% | 5524245432 2 _ 20-48+32 _
Mit k=2 r2 = gy o | WEHEE P, 2R =2

Die Bearbeitung der 2. Polstelle erfolgt mit i=2; qg =1 da diese Polstelle einfach ist.

T . _ 1 d® [ 5524245132 _ 80-96+32 _
Fiir k=1 folgt: rg1 = a—1) ~ ds® [ m (s +4) L:74 == =4

Da die Funktion nur reelle Polstellen besitzt, erhalten alle Residuen reelle Werte.
d.) Riicktransformation nach Seite 72 liefert aus Fa(s) = ﬁ + ﬁ + s-;-i4
die gesuchte Zeitfunktion fa(t) =1-e 2t +2.t-e 2t 4+ 4. e =(14+2-t)-e 2 4 4.4
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Beispiel zur Laplace-Transformation und zum eingeschwungenen Zustand
C

a.) Ermitteln Sie G(s) = Ual) st allgemein R
Ug(s)
dann mit den Werten R =10k ; C =10 nF
b.) Geben Sie die Produktform von G(s) an. Ug(s) R —_C|Uxl(s)
c

) Zeichnen Sie den PN-Plan zu b.) ( Q angeben! ). . .
) Ermitteln Sie die Bildfunktion Ug(s) zu ug(t) =3 V - cos(wt) - o(t) ; w = 10* L

d. .
sec
e.) Berechnen Sie U (s) , die zugehérige PBZ und fithren Sie die Riicktransformation durch.

)
f.) Geben Sie G(j w) an. Bei welcher Kreisfrequenz wp > 0  wird die Funktion reell?
Welche komplexe Verstirkung G(j wg) besitzt das Netzwerk dort? Vergleich mit e.) fiir t— oo.

g.) Welche Filterwirkung tritt auf? Betrachten Sie dazu sowohl das Netzwerk als auch G(s).
h.) Ermitteln Sie die Winkel von G(j w) bei den Kreisfrequenzen w =0, wp , w — 00.

1.0155E+000

1.1TD8E+000
0.0000E+000 ZEM t in sec s 1.0000E-003
Oben: Bestandteile und Gesamtfunktion von ua (t). Unten: Bode-Diagramm von G(j w).
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5.3 Per Faltungsintegral aus dem Eingangssignal und der EIA
In den Abschnitten 5.2.4, 5.2.5 und 5.2.6 wurde im Bildbereich der Laplace-Transformation die Be-
rechnung der Bildfunktion des Ausgangssignals A(s) per Multiplikation ( Zeichen dafiir ~’-" ) der

Bildfunktion des Eingangssignals E(s) und der Ubertragungs-Funktion G(s) durchgefiihrt.

A(s) = E(s) - G(s)

Berechnung des Ausgangssignals im Bildbereich:

Mit Hilfe der Faltungsoperation ( Zeichen dafiir '+’ ) gelingt es auch direkt im Zeitbereich, aus dem

Eingangssignal e(t) und der EIA g(t) ( auch Gewichtsfunktion genannt ) eines linearen Netzwerks
das Ausgangssignal a(t) zu berechnen ( Siehe dazu den Faltungssatz auf Seite 63 ).

Berechnung des Ausgangssignals im Zeitbereich:

a(t) = e(t)  g(t)

Abhiingig vom Eingangssignal e(t)

gilt hierzu bei kausalen Systemen

[mit g(t)‘t<0 = 0] :

at) = e(t)+g(t) = [ e(r)-gt—r)dr = [ er)-glt-rydr
=0 T=—00
et)t<o=0; g(t)ltco =0  e(t): belichig; g(t)|t<o =0
a(t) = g(t) xe(t) = / g(1)-e(t—71)dr = / g(1)-e(t—71)dr
7=0 7=0

5.3.1 Anschauliche Deutung der Faltung mit dem Programm FALTUNG

Mit dem Programm ‘ FALTUNG ‘ ldsst sich withlbar fiir verschiedene Eingangssignale e(t) und
fiir typische EIA g(t) von Systemen 1. oder 2. Ordnung die Entstehung des Ausgangssignals a(t)

durch die Uberlagerung verzogerter und bewerteter EIA veranschaulichen.

Eingangssignal Lineares System : E I L = Einheits-Impuls-Aintwort
e(t) : EINHEIT3-IMPULS
elt) (e Ei(=s) i.-Fkt.: Giz) ALiz)= Ei=s) - G(=3) [ Produkt ]
Ausgangssignal t ETL E—
alt ait] ~EI4-= gt et giel alti= e(t) * gt [ Faltung ]
_'B T Faltungs-Integral: a(t) = Integral { et ) - glt-1 ) } dI1

Aktueslle Zeit t=39:

&(2)=0.000

Im oberen Bild auf der linken Seite wird das Eingangssignal e(tau)
durch n=7 schmale Eechtecke [ "Impulse™ ) angenghert, deren Hihen
den Werten wvon e zu den Zeitpunkten 1, 2, 3, 4, 5, & und 7 entsprechen.
Sie =sind mit e(l), e(2), (31, =(d4), (5], e(6) und =(7) bezeichnet.

4]
Die Zahl der "Impulse™ n ist hier aus FPlatzgriinden eingeschrinkt.
: eil) rgit-1) [ Exakte Losung filr n -» oo und per Integration statt Sumnation ]
: T . . . = . . .
N e Mit einer der Tasten "3chritt™ oder "3tart"™ lasst sich die Zeit
0 : eiZ) rglt-2) im Bereich 1 <= £ <= 56 schrittweise oder sutomatisch vergrébern.

Lls Reaktionen auf die einzelnen "Impulse" werden untereinander
die =sieben "Impulsantworten” als Funktionen der Zeit t dargestellt.

Sie entstehen jeweils aus der E I & git) durch

1. eine Multiplikation mit den Momentanwerten e(l),
2. eine Zeitverschiebung bis zur Wirkung der "Impulse™
und damit erh&lt man die folgenden Zeitfunktionen.

L, oel?

: e(l) ~git-1) - Antwort auf den 1. "Impuls™
0 H e(7?lgit=7) = e(2) rgit-2) - Antwort auf den Z. "Impuls"
/f\ — e(3)~git-3) - Antwort auf den 3. "Impuls™
ol E S T r eid) ~glit-4) - Antwort auf den 4. "Impuls"™
e(5) git-5) - Antwort auf den 5. "Impuls™
(6] ~glit-6) - Antwort auf den 6. "Impuls"
e(7)git-7) - Antwort auf den 7. "Impuls"™
Addiert man alle Eeitrage auf, die zur aktuellen Zeit £ wirken,
[ im Bild findet man die Beitrfge untereinander hei der Zeit t ]
erh8lt man das angendherte Ausgangssighal ait) .
i alt]) = Sumwe [iber tau = 1 .. n ] { e(tau) ~git-tau) }

Die Gesamtwirkung ermittelt man hier durch die iherlagerung
[Superposition) der Einzelwirkungen aller "Impulse™.
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Mit dem Programm ‘ FALTUNG ‘ kann auch die Entstehung des Ausgangssignals a(t) wie bei
der Anwendung des Faltungsintegrals dargestellt werden. Aus Griinden der Ubersicht wird hier das Ein-

gangssignal e(t) durch sieben schmale Rechtecke angeniihert.

Eingangssignal Lineares System :
e(t) e(t) : EINHEITS-IMPULS
Eis) f.-Fkt.: G(s)
Ausgangssignal t —
gang g eit] ETI L : git)
a(t) aft) = E I &= git)
_—D r Faltungs-Integral: ait) =

EIL-=
(=)= E{s)
aft)= e(t)

Einheits-Impuls-Antwort

- Gl

Togit)

Integral { et )

- git-t ) } ds

[ Produkt ]

[ Faltung ]

Im oberen Bild auf der rechten Seite wird das Eingangssignal e(tau)
durch n=7 schmale Eechtecke [ "Impulse"™ ) angendhert, deren Hihen
den Werten wvon & zu den Zeitpunkten 1,2,3,4,5,6 und 7 entsprechen.
Sie =ind mit e(l), =(2), =2i(3), eid), (51, (6) und (7)) hezeichnet.

Die Zahl der "Impulse™ n ist hier aus Platzgriinden eingeschrankt.

[ Exakte Losung fir n -»> oo und per Integration statt Swmmation ]

Mit einer der Tasten "Schritt" oder "3tart™ 1&sst sich die Zeit
im EBereich 1<t < 5@ schrittveise oder automatisch wergrobern.

Zum Ausfilthren der Faltungsoperation ist es ndtig, die E I L gitau)
1. umzuklappen [ zu "falten"™ ] und

[ wan erhalt so gi-tau] ]
Z. dann um t zu verschiehen ——

elt) "l

¢J\.kt,uel le Zeit t=9

0

gl 9 -]

[ wan erhalt so git-tau) ].

Das angendherte Ausgangssignal a(t) zur Zeit t  erhilt man, in dem
in der umgeklappten und werschobenen E I 4 glt-tau) alle Beitréage
zu den Zeitpunkten tau mwit den Momentanwerten e(tau)

des Eingangssighals wultipliziert und dann aufswmniert werden.

Im unteren Bild ist diese Summe filr alle Zeiten beginnend bei t©=0
bisz zum aktuellen Zeitpunkt t dargestellt.

Die auszufithrende Rechenworschrift entspricht dem Faltungs-Integral
wokbel hier allerdings das Integral durch eine Swmne angendhert ist.

alt) = J3umme [iber tau = 1 .. n ] { e(tau) -g(t-tau) !

Die Ergebnisse der beiden Betrachtungen zur Faltung sind identisch aber die Darstellung auf Seite 75 ist

leichter zu verstehen und bietet eine anschauliche Erkléarung der Faltungsoperation.

.
5.3.2 Beispiele zur Faltung U 52
U 0<t<T
1. Gegeben ist das Eingangssignal eines linearen Netzwerkes —e(t) = oV sofls t_ 0
Das Netzwerk sei durch die Ubertragungs-Funktion G(s) = A(s) = K beschrieben
- E(s) 1+s-T :

Es gelten folgende Werte: U =5V; Tg=5sec; K=3; T =2sec.
a.) Ermitteln Sie mit Hilfe der Laplace-Tabelle die EIA g(t) des Netzwerkes.
b.) Tragen Sie unten die Verliufe von g(t) und e(t) zusammen mit e(—t) ein.
c.) Berechnen Sie per Faltungsintegral die Zeitfunktion am Ausgang a(t) = g(t) x e(t) .
d.) Tragen Sie im Bild von e(t) auch den Verlauf von a(t) ein.
e.) Wie kénnte man a(t) auch ausgehend von der Einheits-Sprungantwort ermitteln?
f.) Durch welche Schaltung kénnte G(s) realisiert werden?

g(t) e(—t) 4 e(t) a(t)

t t
-6 -4 -2 0 2 4 6 Sec -6 -4 -2 0 2 4 6 Sec
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In allen Féllen, bei denen die beiden Zeitfunktionen g(t) und e(t) bereichsweise konstante Werte

besitzen, kann die Faltungsoperation mit Hilfe von Flachenbetrachtungen durchgefithrt werden.

2. Beispiel: Gegeben sind die EIA g(t) und das Eingangssignal e(t) eines linearen Netzwerkes
3 L Osec <t < 1sec 2V Osec <t < 1sec
2L 1 <2 4V 1sec <t <2sec
g(t) = sec sec < t < 2sec ; ot) =
1 2sec < t < 3sec 2V 2sec <t < 3sec
0 ﬁ sonst ov sonst
g(—t) 14 gl(t) e(t)/V
1
3 sec 4V
1
2 sec
2V
1
1<
0L o0V
t t
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 —

sec

a.) Tragen Sie die Verldufe von g(t) zusammen mit g(—t) und e(t) in die Diagramme ein.

b.) Ermitteln Sie in der Tabelle die Werte von a(t) fiir die eingetragenen Zeitpunkte.
Verwenden Sie dazu die Bilder auf Seite 79.

% Beitrige zu a(t) = > e(7) - gt —7) - A7 #
0 2V ﬁ-lsec —4V. ﬁ-lsec —-2V. ﬁ-lsec
05 |2V. ﬁ-o.&’)sec —4V. ﬁ-lsec —-2V. ﬁ-lsec
1 2V ﬁ-lsec —4V. ﬁ-lsec -2V. ﬁ-lsec
2 2V ﬁ-lsec —4V. ﬁ-lsec -2V. ﬁ-lsec
3 2V. ﬁ-lsec —4V. ﬁ-lsec -2V. ﬁ-lsec
4 2V. i-lsec —4V. ﬁ-lsec -2V. i-lsec
5 2V. ﬁ-lsec —4V. %-1sec -2V. ﬁ-lsec
6 2V. ﬁ-lsec —4V. %-1sec -2V. ﬁ-lsec
7 2V. ﬁ-lsec —4V. %-1sec -2V. ﬁ-lsec

c.) Welchen allgemeinen Schluss fiir Zwischenwerte ziehen Sie aus dem Ergebnis bei t = 0.5 sec?

d.) Zeichnen Sie den Verlauf von a(t) im vorbereiteten Diagramm ein.

a(t)

—6

—4

-2 0
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Sind Eingangsfunktionen e(t) zu betrachten, die auch bei negativen Zeiten von Null verschieden sind,
miissen die Integrationsgrenzen diesem Sachverhalt angepasst werden.

3. Beispiel: Gegeben sind die EIA g(t) und das Eingangssignal e(t) eines LTI-Netzwerks.
Ein solches Netzwerk verhélt sich linear und dndert seine Eigenschaften nicht mit der Zeit.

—1% : Osec <t <1lsec 3V : —2sec<t< —1sec
3= l1sec <t < 2sec _J 2V : —l1sec<t<1sec
g(t) = 1% 2sec <t < 3sec ; e(t) = 3V : 1sec<t<2sec
Oﬁ : sonst OV . sonst
g(-t) , s(t) e(t)

6 | - -6 -4 -2 0 2 4 6

sec

—16 | 4 | -2 0 2 4

a.) Tragen Sie die Verldufe von g(t) zusammen mit g(—t) und e(t) in die Diagramme ein.

b.) Tragen Sie an allen Signalsprungstellen die Werte von a(t) in der Tabelle ein.
Verwenden Sie dazu die Bilder auf Seite 81.

S%c Beitriige zur Ausgangsspannung a\(;) :Zeg ) | ggt/ S—eg) Ar %t)
2 | 3] -1 2] -1 2] -1 +3] ]-1
1| 3] -1 2] -1 2] -1 43 ]-1
0 | 3] -1 2] -1 2] -1 43 ]-1
1| 3] -1 2] -1 2] -1 43 ]-1
2 | 3] -1 2] -1 2] -1 43 ]-1
3 | 3. -1 2] -1 2] -1 43 ]-1
1] 3 -1 2] -1 2] -1 43 ]-1
5 | 3] -1 2] -1 2] -1 43 ]-1
c.) Zeichnen Sie den Verlauf von a(t) in das vorbereitete Diagramm ein.
a(t)/Vv
U 51
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Graphische Durchfiihrung der Faltungsoperation im Zeitbereich (Bsp. auf Seite 77)

Einheits-Impulsantwort  g(7)

g(7)
1
35ec
1
25ec
1
lsee
| | | | |
| | | | |
-4 -2 0 2 4 6 T/sec
Eingangssignal ()
e(7)
4V
2V
T/sec
| | | | |
| | | | |
-4 -2 0 2 4 6 t/sec
(2 Trennen Sie das untere Bild vorsichtig an der durchgezogenen Linie ab [}
g(-7)
1
sec
1
sec
1
sec
| | | | | | | |
| | | | | | | |
-4 -2 0 2 4 6 T/sec

Umgeklappte Einheits-Impulsantwort g(—7)  zum Beispiel auf Seite 77 Zu Seite 79
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Graphische Durchfiihrung der Faltungsoperation im Zeitbereich

Einheits-Impulsantwort  g(7)
g(7)
1
3ec
1
loee
| | | | |
| 1 1 1 1
-4 -2 2 4 6 T/sec
1
" “sec
Eingangssignal ()
e(r)
3V
2V
T/sec
| | | | | | |
| 1 1 1 1 1 1
-4 -2 2 4 6 t/sec
[} Trennen Sie das untere Bild vorsichtig an der durchgezogenen Linie ab
g(-7)
1
35ec
1
sec
| | | | | | | |
| 1 1 1 1 1 1 1
-4 -2 2 4 6 T/sec
1
" “sec
Umgeklappte Einheits-Impulsantwort —g(—7)  zum Beispiel auf Seite 78 Zu Seite 81

(Bsp. auf Seite 78)
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6 Zeitdiskrete Signale U 53

Bisher wurden nur ’analoge’ Signale wie z. B. u(t) = u-sin(wt) betrachtet, die

1. zu jedem Zeitpunkt definiert (also ’zeitkontinuierlich’) sind und

2. innerhalb eines bestimmten Signalbereiches [ z. B. —u < u(t) < +u ]
jeden Zwischenwert annehmen kénnen (also ’wertkontinuierlich’ sind).

Liegen dagegen Signale vor, die nur zu bestimmten, iiblicherweise dquidistanten Zeitpunkten im Ab-
stand Tg definiert sind, nennt man sie ’zeitdiskret’.

Kann ein Signal (in einem vorgegebenen Signalbereich) nur gewisse Werte annehmen, die durch ein
dquidistantes Raster vorgegeben sind, nennt man es 'wertdiskret’.

Ist ein Signal zeit- und wertkontinuierlich, nennt man es auch ein ’analoges’ Signal.
Ist es dagegen zeit- und wertdiskret, wird es auch als 'digitales’ Signal bezeichnet.

6.1 Ubersicht der gebriuchlichen Signaldarstellungen

Ausgehend von dem ’analogen’ Signal einer zeit- und wertkontinuierlichen, sinusférmigen Spannung in
Bild 1 sollen nun die gebriuchlichen Signaldarstellungen erldutert werden.

ZEITKONTINUIERLICH ZEITDISKRET
ursv "ANALOG" BILD 1
WERT-
KONTI-
NUIER-
LICH
Spannung U (t) zu jeder Zeit definiert Spannung U ( t ) nur zu diskreten Zeiten
Jeder Signalwert ist darstellbar Jeder Signalwert ist darstellbar
u/v "DIGITAL" BILD 4
WERT-
DISKRET
8 WERTE
-> 3 BIT
Spannung U ( t) zu jeder Zeit definiert Spannung U ( t) nur zu diskreten Zeiten
Nur diskrete Signalwerte darstellbar Nur diskrete Signalwerte darstellbar

Tastet man das ’analoge’ Signal mit einem Schalter ab, der nur fir t =mn-Tg kurzzeitig schliefit,
erhélt man das zeitdiskrete Signal in Bild 2, das aber weiterhin wertkontinuierlich ist.

Die Zeit Tg wird als ABTASTZEIT oder SAMPLINGTIME bezeichnet; in den Bildern 2 und 4 sind
die Abtastzeitpunkte als senkrechte gestrichelte Linien eingetragen.
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Bei der ausreichend schnellen Abtastung eines bandbegrenzten Signals ist dies ein linearer Vorgang, der
keinerlei Verzerrungen hervorruft und auch keinen Informationsverlust des Signals zur Folge hat.

Kann ein zeitkontiniuerliches Signal nur bestimmte Werte ( in den Bildern 3 und 4 auf Seite 83 sind dies
die Spannungen -3V,-2V -1V, 0V, +1V, 42V, +3V,+4V die als waagrechte gestrichelte Linien

eingetragen sind ) annehmen, liegt eine werteméfige Diskretisierung vor.

Die Quantisierung nimmt ein A/D-Wandler vor, dessen Genauigkeit durch die Zahl der darstellbaren
Werte bestimmt ist und in Bit angegeben wird. Bei diesem Vorgang wird die Kurvenform verdndert: Es
entstehen nichtlineare Verzerrungen, die sich als ’Quantisierungsgeréusch’ bemerkbar machen.

Im Unterschied zum Beispiel ( mit nur 23=8 Werten = 3 Bit ) werden in der Praxis feinere Abstufungen
(z.B. 2'6=65 536 Werte = 16 Bit bis zu 224=16 777 216 Werte = 24 Bit) verwendet.

Die in den Bildern 3 und 4 mit Punkten eingetragenen Linien verlaufen genau zwischen den moglichen
Werten und legen fest, ob das Signal bei der Quantisierung zum n#chsten Wert hin auf- oder abzurunden
ist. Das wertdiskrete Signal in Bild 3 bleibt trotz der Quantisierung zeitkontinuierlich.

Teilt man den aktuellen Wert durch den Abstand benachbarter Werte (die so genannte Stufenhdhe),
erhilt man fiir jeden Abtastwert eine ganze Zahl mit Vorzeichen.

Kombiniert man die Abtastung mit einer Quantisierung, entsteht das ’'digitale’ Signal in Bild 4.

Nur zu den Abtastzeitpunkten steht das wertdiskrete Signal als eine Zahlenfolge zur Verfiigung, die dann
z.B. mit einem (Spezial-) Rechner ( genannt digitaler Signalprozessor, DSP ) weiter verarbeitet werden
kann.

Das unten dargestellte Bild zeigt am Beispiel der Spannung

4
u(t)=1V.- Y sin(2-7 - pkHz -t + ¢,)
pn=1

die Veréinderungen im Linienspektrum, die durch Signalmanipulationen hervorgerufen werden.

Die Berechnungen erfolgten mit dem Programm |SIGNALE|

Linke Spalte: Signal ist periodisch, wertkontinuierlich, zeitkontinuierlich (’analog’)
Vier Frequenzen — vier Spektrallinien

Mittlere Spalte: Signal ist periodisch, wertkontinuierlich, zeitdiskret: Abtastung mit fg = 16 kHz
Vier Frequenzen — vier Spektrallinien und deren periodische Wiederholungen

Rechte Spalte: Signal ist periodisch, wertdiskret (26:64 Werten = 6 Bit), zeitdiskret wie vorher
Durch Quantisierungsfehler treten weitere, unerwiinschte Spektrallinien auf.

ul (1] mit umax=19186E+000 umin = -2.7813E+000 w2lm]  mit uman=19181E+000 wmin = -2.5561E+000 wi[m]  mit umax="139385E+000 umin = -2.5806E +000

Das Signal ul(t) enthdl:
folgende Frequeralen]

123 4] kiARd

m /\ Fal ‘ TT et i ik 1 ”i (] f ”i’
\/ \/\/ Ll ll} I l Ll ll ) l

Zeitbereich: 0<=1<=1msec => 1 Periodendaver Zeitbereich: 0 ¢=t ¢= 1 msec = 1 Periodendauer Zeitbersich: 0 <=t ¢=1 msee => 1 Periodendauer

Signal 1: Zet / Wet [k => d=> diskret Signal 2: Zet / Wet [k => d = diskret sig
Gulkik  Cuzdik  Cuddid O ukkid (‘uﬁ:u2u3| Clutkik Guzdsk O ukdid Cukk/d O us-u2od lrr

nal 2: Zeit / Wert [k => kontir d =>diskret
ulk/k  Cuzd/k @ udid O ukk/d O b=l

0 TN/ U mes - U max = 1.0000E+000 /8 JUZE0T T max = 0000E 000 | 1UB(0)1__ [Umes - 10204E4000 ]
0 Quanisierung der
09 Abtastwetts im Bereich
A -4.000000 .. 4129032
08 mit [ inklusive V2 |
2
07
Stufenzaht 63
06 - Hihe: 1.2903E-001
05
04
03 E E
0z 1 r .
nverieren | |
01 i I 1
. iz kHz kHz Bild-> BMP

8 i 8 16 H 16

e 1l e
[r? Inear:0(01]1.0 ¢ S0dB(5d8) 0B —1DDdB[1DdB]DdB‘ [r‘ Inear:0 (01) 10 ¢ S04B( 5dB) 0dB & WDDdB[WDdE]DdE‘ lrr lnear 0 (01]10 ¢ S0dB(5dB)0dB & .1[||]dg[1[|dg][|dg| Beenden
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6.1.1 Quantisierung mit Analog-Digital-Wandlern

Bei der Verwendung von A/D-Wandlern (oft kurz als ’"ADC’ Analog-Digital-Converter bezeichnet) sind
einige Besonderheiten zu beachten.

1. Wandlung unipolarer Spannungen: 0 < U < Upax

U 54
Spannung  Stufen-Nr.
Umax =7TAU T 8
6AU+ 7 Grofle Bei N =3 Bit gilt | Bei N Bit gilt
5AU T 6 Stufenanzahl n=23-1=7 n=2N_1
4AU T 5 ¥ ¥
3AU 4 4 Stufenhohe AU = =pax AU = —max
2AU 1 3 .
Verfiigbare Werte 0V(AU)Upax 0V(AU)Upax
AU T 2
ov 13
Manche ADC erlauben den Betrieb mit dem invertierten Wertebereich —Upax(AU)0V.
2. Wandlung bipolarer Spannungen: Spannungsbereich nahezu symmetrisch zu 0 V
Spannung  Stufen-Nr.
Umax =4AU T 8
SAU+ 7 GroBe Bei N =3 Bit gilt Bei N Bit gilt
2AU T 6 Stufenanzahl n=23-1=7 n=2N_-1
AU T 5
vl Stufenhshe AU = ZUgax AU = 2max - 2g§ax
—-AUT 3 Verfiighbare Werte | —Umax + AU(AU)Upax | —Umax + AU(AU)Upax
—2AUT 2
-3AU+1
—Umax— <= ACHTUNG: Der Wert —Upnax ist hier nicht darstellbar! ‘

Manche ADC erlauben den Betrieb mit dem invertiertem Wertebereich —Upax(AU)Upax — AU.

Bei der A/D-Wandlung entsteht ein Quantisierungsfehler mit dem Maximalwert |AUq| = %
Nr. | von bis N n unip/bip | Umax AU AU, Unmnin
1 OV | +10V | 7 > 100 unip 10V 78.74 mV | 39.37 uV 0ov
2 -5V | 410V | 8 255 bip 10V 78.13mV | 39.06 uV | -9.9219 V
3 |-10V | +8V |10 1023 bip 10.02V | 19.57 mV | 9.78 mV -10V
4 | oV | 412V |14 | >9200| wnip 12V | 73254V | 36624V | OV
5 0oV +5V | 13 8191 unip 5V <1mV | 3052 uV 0oV
6 |-10V | +10V | 10 1023 bip 10.02V | 1957 mV | < 10mV -10 V

6.1.2 Besonderheiten der analogen und der digitalen Signalverarbeitung

Am Beispiel einer Filterschaltung mit sehr anspruchsvollen Vorgaben werden auf Seite 86 die Besonder-
heiten einer analogen Realisierung mit denen einer digitalen Losung verglichen.

Das Tiefpassfilter soll im Durchlassbereich ( 0 < f < 210 Hz ) eine Ddmpfung ap < 0.05 dB
und im Sperrbereich ( £ > 290 Hz ) eine Ddmpfung ag > 80 dB  besitzen.

Fiir die analoge Losung eignet sich ein Cauer-Tiefpass 9. Ordnung. Hier wird einer passiven RLC-
Schaltung der Vorzug vor einer aktiven RC-Anordnung gegeben, da zum prinzipiellen Verstindnis der pas-
siven Schaltung keine Kenntnisse der Schaltungstechnik mehrfach riickgekoppelter Operationsverstiarker
erforderlich sind.
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Analoge Signalverarbeitung in einem RLC-Tiefpass neunter Ordnung ( C 09 10 50 ).
’—- ) ] -—‘
Il
L e s s s
Grobaufbau einer Anordnung zur digitalen Signalverarbeitung (Details folgen spéter).
EIN- TP zur ast- ample ach- si(#)
- S e el o 280wt e 278 e 0 e =
T T T

Zeitdiskrete Verarbeitung mit dem Taktup (t)

AUS-

GANG

Analoge Verarbeitung

H Digitale Verarbeitung

Allgemeine Vorteile

hohe
Verarbeitungsgeschwindigkeit moglich

keine Zusatzschaltungen notig,

an Stelle von Bauelmentewerten be-
stimmen hier digital abgespeicherte Ko-
effizienten das Verhalten, die ihre Werte
iiber lange Zeit und in einem weiten
Temperaturbereich beibehalten, Ande-
rungen der Vorgaben lassen sich meist
im Block DSP als Softwaremodifikatio-
nen einarbeiten, fiir nahezu alle Auf-
gaben sind leistungsfihige Algorithmen

terzeugung erforderlich, keine Einstreu-
ung von Taktsignalen

verfiighar
Vorteile im Beispiel keine Stromversorgung und damit keine || kein Abgleich notig, keine
zuséitzliche Verlustleistung, keine Tak- || Bauelemente-Selektion — mit  engen

Toleranzen notig, itiberwiegend Stan-
dardbausteine im Einsatz, si-Entzerrer
kann in den Block DSP verlegt wer-
den, Rechenleistung eines DSP reicht
fiir diese Aufgabe auch bei niedriger
Taktfrequenz aus

Allgemeine Nachteile

Alterungsprobleme, Langzeitstabilitét,
Temperaturabhéngigkeit der Bauele-
mentewerte, Toleranzauswirkungen,

nichtideale Bauelemente fithren zu
Abweichungen vom Wunschverhalten,
schon kleine Anderungen der Vorga-
ben erfordern meist Anderungen der

Hardware

erheblicher Zusatzaufwand durch Vor-
und Nachfilter, Sample and Hold, A /D-
und D/A-Wandler,
analoge Schaltungen erforderlich, Be-

Entzerrer, auch
grenzung der Maximalfrequenz durch
zuléssige Taktfrequenz, DSP bearbeitet
nacheinander verschiedene Teilaufga-
ben, getrennte Stromversorgungen fiir
analoge und digitale Schaltung notig,
Takterzeugung erforderlich

Nachteile im Beispiel

engtolerierte R und C notig, genauer
Abgleich der L, Spulengiite bei tiefen
Frequenzen gering: Q = ﬁ’—i, L groB,

schwer und teuer

(einfache) analoge Filter nétig, fiir diese
Aufgabe ist ein Signalprozessor mit ge-
nauer Zahlendarstellung erforderlich

Zusammenfassung: Bei Systemen, die in grofleren Stiickzahlen gefertigt werden sollen und bei nicht zu

hohen Frequenzen eine komplizierte Signalverarbeitung (linear/nichtlinear) bendtigen, ist die digitale

Signalverarbeitung der analogen (deutlich) iiberlegen.
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6.2 Signalabtastung
Dieser Abschnitt behandelt den Vorgang der Abtastung und beschreibt wichtige zeitdiskrete Signale.

6.2.1 Die Abtastung, das periodische Spektrum, Signalriickgewinnung

Fiir die praktische Ausfiihrung der Abtastung eignen sich prinzipiell die folgenden Bauelemente:

e ( Elektronisch betétigter ) Abtastschalter

b Uein(t) 4 Upam(t) = Upam(k - Ts)
S .
Uein / Upam
O » ‘ . » O L] L]
t ‘ k =
e up(t) = up(k - Ts)
S =zu
up ist das periodische Pulssignal
zur Betdtigung des Abtastschalters S = auf
-4 0 4 8 12 k=
e Analog-Multiplizierer
uein(t) Upam (t) = upam(k . Ts)
Uein Upam :
O » >< » O L] L]
t k =
e up(t) = up(k - Ts)
Faktor 1
up wird so gewihlt, dass sich die
nebenstehenden Faktoren einstellen Faktor 0
-4 0 4 8 12 k =

t

Ts

Das zeitdiskrete Ausgangssignal des Abtasters Upam (t) = upam(k . Ts) ( PAM steht fiir Puls- Amplituden-

Modulation ) besteht aus einer Impulsfolge, deren Amplituden den Momentanwerten des zeitkontinuier-
lichen Signals Uejn(t = k- Tg) entsprechen.

Vor der Berechnung des Spektrums von Upam(t) wird zunéchst das Signal up(t) néher betrach-
tet.

Auf Seite 88 ist das periodische, nichtsinusférmige und gerade Signal dargestellt, dessen Periodendauer
T =Tg Dbetrigt. Die Grundfrequenz f; = fg = TLS bestimmt den Abstand der Spektrallinien.

Wegen der geraden Symmetrie sind die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢ hier reell. In der zu-

1m
gehorigen Fourier-Reihe treten deshalb ausschlieBlich cosinus-Anteile auf.

Die Umbhiillende der c,,, folgt der Funktion si(m 7fs) und besitzt ihre erste Nullstelle bei
1 _Ts_ 1
T fs T e -
Aus dieser Gleichung und aus den Linienspektren auf Seite 88 folgt, dass 'breite’ Impulse im Zeitbereich

(dh. e= TLS groB )  zu ’schmalen’ Linienspektren mit Nullstellen bei 4p = % fithren.

m-n-7-fg=+7 dh +m=
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Zeitverldufe und Spektren eines Abtastpulses mit variabler Einschaltdauer
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Betrachtet man eine Folge von ‘ Dirac-Impulsen ‘ mit ‘ Up max - Tau = 1 Vsec ‘ als idealisiertes Ab-

tastsignal up(t) , besitzt dieses ein unendlich ausgedehntes Linienspektrum mit Anteilen bei ganzzah-

ligen Vielfachen seiner Grundfrequenz, der *Abtast-’ oder ’Samplingfrequenz’ fg = Tis .

Bei dieser besonderen, geraden Zeitfunktion des Abtastpulses sind wegen si(x)|x—o = 1 alle komple-
xen Fourier-Koeflizienten nach dem Bild auf Seite 88 unten gleich und reell:

— _ Tau __ 1 Vsec
C—Qm—Upmax'T—s—T—s

Damit erhilt man die Fourier-Reihe fiir das periodische Abtastsignal in G1.( 1 ).

1Vsec <~
up(t):Tm;mcos(m-%rfs-t) (1)

Mit diesem Puls soll nun das cosinusférmige Signal nach GL.( 2 ) mit der Signalfrequenz foip,

Uein(t) = Uein - cos( 27fein - t) (2)

per (idealer Analog-) Multiplikation abgetastet werden:

Upam(t) = up(t)l- {I/Pin(t) = lrIS‘ec . § cos(m - 27fg - t) |- [ Uejn - coS( 27fein - t) |

S m=—o0

o0

Upam(t) = 1,151‘;(: - Ugin mzoo cos(m - 27fg -t )| - cos(27feiy - t).
« B
Durch Umformung mit cosa - cosf = 1[cos(a — B) + cos(a + 8)]  erhilt man daraus
_ Ugjn - 1sec X
Upam () = —25 >, cos(2n[m-fg+fen]-t) (3)
S m=—o00

Eine graphische Darstellung von Gl. ( 3 ) zeigt schematisch ( hier sind aus Griinden der Ubersichtlichkeit
nur die positiven Frequenzen fiir m = 0, 1, 2 dargestellt ) die unendliche, periodische Wiederholung des
Signalspektrums als Folge der idealisierten Abtastung.

|Uein(f)| |Uein(f)|
Beispiel 1: Beispiel 2:
Sinusférmiges Signal Signalfrequenzband
0 fein fS 2fs f 0 fein fs 2fs f
U, (£)] [Up(£)]
0 fs 2fg f 0 fs 2fg f
[Upam (f)] [Upam (f)]
0 fein fS 2fs f 0 fein fs 2fs f
Basisband m=1 m =2 Basisband m=1 m = 2

Neben dem Signal im ’Basisband’ ( m=0) treten beliebig viele Wiederholungen dieses Spektrums
in 'Regellage’ (m - fg + foiy ) und  in 'Kehrlage’ (m - fg — fein, ) auf.

Diese Begriffe werden bei der Betrachtung eines Signalfrequenzbandes anschaulich klar, das in der rechten
Bildhilfte als Beispiel 2 dargestellt ist.
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Vergroflert man bei konstanter Abtastfrequenz fg  die ( maximale ) Signalfrequenz  fei,, bewegen
sich die Linien im Spektrum des 1. Beispiels auf Seite 89 paarweise aufeinander zu.

Je zwei Linien fallen genau zusammen, wenn fiir die Signalfrequenz gilt  fgjn = 0.5 - fg.

Zur Signalriickgewinnung miissen durch geeignete Mafinahmen alle periodischen Wiederholungen
=1,2,3, ..

des Signalspektrums ( m ) im Idealfall vollstéindig beseitigt werden.

In der Praxis ldsst sich dagegen aus Kostengriinden nur eine ausreichende Abschwichung realisieren.

Dalfiir eignet sich prinzipiellein TP — HP - BP - BS - AP — Filter
Durchlass — Sperr — Grenzfrequenz f;, die folgende Bedingung einhilt:  fg

mit einer

foin < 0.5 - fg

erfiillen muss, da andernfalls keine vollstéindige Signalriickgewinnung moglich ist.

Hier ist zu erkennen, dass die ( maximale ) Signalfrequenz die Bedingung

6.2.2 Das Abtasttheorem, Bandbegrenzung des abzutastenden Signals

Damit ein Signal mit einer Maximalfrequenz fgj, ohne Informationsverlust aus seinen Abtastwerten

rekonstruiert werden kann, muss die Abtastung mit einer ausreichend hohen Frequenz fg  vorgenom-

men werden:

Diese fiir alle zeitdiskreten Verarbeitungen grundlegende Bedingung wird ABTASTTHEOREM
genannt. Es wurde 1933 von KOTELNIKOF ( also noch vor NYQUIST und SHANNON ) formuliert.

Bei jedem sinusformigen Signal miissen deshalb wenigstens ........ Abtastwerte pro Periode vorliegen.

Beispiel 1: Signalfrequenz fein = 3 kHz, Abtastfrequenz fs = 8 kHz  Das ABTASTTHEOREM ist hier WICHT  ERFULLT

Zeitfunktion mit den Abtastwerten { Ts = 125 usec ) wie unten

Dargestellt sind die Betrage der Spektrallinien

it |Ufin(fJ| :
\ ! |
0 3 -->f/kHz
> tiTs |Up(F)] |
Dm _ B 16 4 --=f/kHz
||_Iparr| 1
|
| | L
3

0 5 11 13 15 21 ->fkaZé? 28

Beispiel 2: Signalfrequenz fein = 5 kHz, Abtastfrequenz fs = 8 kHz
Zeitfunktion mit den Abtastwerten { Ts = 125 usec ) wie aben

Das ABTASTTHEOREM ist hier  NICHT  ERFULLT
Dargestellt sind die Betrage der Spektrallinien

||_IE1n 1] |

uit) I

| |
i 5 --=f/kHz

- tTs |Up (] |
i --=f/kHz
m=

||_Iparr| 1] 1

I

' |
i 35 11 13 15 21 ->f/kHz27 20

Das Bild zeigt zwei Zeitfunktionen mit den gleichen Abtastwerten und die zugehorigen Linienspektren.
In welchen Beispiel ist das Abtasttheorem erfiillt? Erkldren Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede der
beiden Spektren und tragen Sie bei den PAM-Signalen die Werte von m  ein.
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Andere Herleitung der Abtastung: ( Siehe dazu auch Seite 35 )

Multiplikation im Zeitbereich <= Faltung im Frequenzbereich

Bei wichtigen Anwendungen der Kommunikationstechnik werden zwei Signale f1(t); fa(t) im Zeit-
bereich miteinander multipliziert [ z.B Abtastung kontinuierlicher Signale, Fensterfunktionen zur zeitli-
chen Begrenzung oder Bewertung einer Zeitfunktion |. In solchen Féllen kann die Spektraldichtefunktion
fiir das Produktsignal a(t) = f1(t) - fa(t) per Faltung aus den Spektren der beiden beteiligten Si-
gnale ermittelt werden.

~ f1(t) ~ a(t) Zeitbereich: a(t) = f1(t) - f2(t) Multiplikation

F,(jw) fp(t) AlUw)

Frequenzbereich: A (jw) = % [F1(w) *Fy(jw)] Faltung

Fy(jw)

Zur Auswertung des Faltungsintegrals gibt es auch hier zwei gleichwertige Rechenvorschriften.

A(j ):%'[Eﬂjw)*Eﬂjw)]: [ Ei(v) -Ex(jw—jv)dv= [ Fy(v) F(jw—jv)dv

Als Beispiel wird nun (wie auf Seite 89) die Abtastung der cosinusformigen Spannung  Uein(t) mit dem
idealisierten Spannungspuls up(t) mittels eines Analog-Multiplizierers betrachtet.

f1(t) = Uein(t) = Gein - cOs(2 7 foin t) = Uein(t) ist periodisch, reell und gerade.
o.0]
f2(t) =up(t) = u:z—:oo c,-cos(2mpufst) =  up(t) ist periodisch. reell und gerade.
ejwt 4+ efjwt
Mit foin = 2kHz; fs=8kHz und cos(wt)= =——5=——  erhilt man die beiden unten

dargestellten reellen zweiseitigen Linienspektren, die jeweils eine gerade Symmetrie aufweisen.

Faltet man beide Spektren, entstehen nur dort von Null verschiedene Beitridge, wo die Linien des umge-
klappten Signals (Wegen der geraden Symmetrie beider Spektren veréndert das 'Falten’ hier nichts und
kann entfallen!) mit denen des zweiten Signals zusammentreffen.

— Up (t) - Uein(t)
1V

Das Spektrum des PAM-Signals upam(t) besteht deshalb auch aus Linien.

Tragen Sie die Werte der Frequenzen im Bereich —18kHz < f < 22kHz in der Tabelle ein.

f / kHz
Up(jw)
"ttt ]ttt
-16 -8 0 8 16 f / kHz
U Trennen Sie das untere Bild vorsichtig an der durchgezogenen Linie ab [}
Hein(j w)
-16 -8 0 8 16 f / kHz

Spektrum des Signals Uejn(t) zum Beispiel auf Seite 89 Zu Seite 91
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6.2.4 Sample and Hold, sin(x)/x-Betragsentzerrer

Eine Abtast- und Halteschaltung (Sample and Hold, S+H) bewirkt eine Impulsverlingerung und erzeugt
wie auf Seite 93 zu sehen aus einem zeitdiskreten, impulsformigen Signal ein zeitkontinuierliches, trep-
penformiges Signal mit einer Stufenbreite, die gleich der Abtastzeit Tg ist.

Es wird nun berechnet, welche Auswirkungen sich dadurch auf die Frequenzabhéngigkeit der Verstirkung

ergeben. elt) = 6(t) A alt)
1
1
0 t 0 Ts t
S+ H
— >
. G(jw . . . .
E(jw) =1 e Aje) = Ejo) - Gljw) = G()
. . Ts . 1— efj wTsg
Aus a(t) folgt mit dem Fourier-Integral A(jw) = G(jw) = [ 1-evtdt = e
t=0

Fiir das Betragsquadrat dieser Spektraldichte- oder Verstidrkungsfunktion berechnet man

(1 — cos(wTs))? + sin?(WTs) _ 2-(1 — cos(wTs))

G(jw)|? = — .

. . . . T ..
Mit 1 — cos(wTg) :2-sm2(%) folgt | |G(jw)| =Ts - |31(w2s)|. U 58
Es bedeutet  si(x) = S2(x) ACHTUNG:  si(0) = limy o 325 — 1

Die erste Nullstelle von |G (jw)| tritt auf bei wo—;rs =m — fo="1s.

Bei =15 =fa gilt si(2L58) =si(Z) =2 = 0.63662= — 3.9224dB

i [ # ] - Yerzenung durch Sample + Hald Optimierter i [ %] - Entzemer Gesamtverstatkung | Sollwert=1 ]

2000 =]

1.800 -
1.600 -
1.400 -

1.200 -

1.000 -1

0.800 -

0.E00 -

(0.400 -

0.200 -

0.000 :l' g 0 g g g 0 g g g
0.000 0100 0.200 0300 0.400 0500 0600 0.700 0800 0300 | fifs
M aximaler Betragsfehler ohne Entzemer : 3922 dB Auf s nomierte Entzenerlbertragungs-Funktion
Manimaler Betragsfehler mit Entzerer: 0.025 dB [ 0.936730 Entzemer-Ordnung
etz [£] =
m Hutzband: D<=mas/fs <= [ 050 =] s DFI0010+ & 1.8913% (‘" n=1 @ ”:2—‘ Imvettieren | Beenden|

Das Bild zeigt unten den Frequenzgang des S+H-Gliedes, oben den Frequenzgang des Entzerrers und in

der Mitte das Produkt beider Funktionen. Das Bild wurde mit dem Programm | SI_ ENTZERR
erzeugt, das optimierte, normierte Entzerrerfunktionen vom Grad 1 und 2 berechnet.
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6.2.5 Verzogerungselement, Verzégerungsoperator

Das Verzogerungselement bewirkt, dass jeder Impuls am Eingang mit einer Zeitverzégerung von einem
Abtastschritt Tg = é , d. h. erst zum néchsten Abtastzeitpunkt am Ausgang zur Verfiigung steht.
In der Regelungstechnik wird eine solche Verzogerung "Totzeit’ genannt.

Der Verzdgerungsoperator z ! beschreibt dieses Verhalten in abgekiirzter Form.

Mit dem Programm | TOTZEIT kann die Wirkung von Verzogerungen bei zeitkontinuierlichen

und zeitdiskreten Signalen betrachtet werden.

Folgende symbolische Darstellungen fiir Verzégerungselemente sind iiblich:

XE XA XE XA XE 2

O_" TS _P-O = O—.- efj WTS _..O = O_" Z*]. _"O

Die zugehorige transzendente Ubertragungs-Funktion ermittelt man mit der Fourier-Transformation

. Xa(jw —iwTa ~ . —
R = =

( Zeitverschiebung, siehe Seite 35 ).

Die Untersuchung des Verhaltens eines Verzogerungselementes im eingeschwungenen Zustand bei si-
nusformigen Signalen fithrt zu den folgenden Ergebnissen:

G(jw) = e d4Ts = cos(—wTg) + j sin(—wTg) = cos(wTg) — j sin(wTs) = |G(jw)| - el ¥ )

Betrag: |G(jw)] = vVRe{G(j w)}? + Im{G(j w)}? = \/cos?2(wTg) + sin?(wTs) = 1 = konstant

—sin(wTg)

cos(wTs) —wTs

= arctan

Winkel:  ¢(j ):arctanm

Re{G(j w)

Fiir das Verstindnis der Verzdgerungswirkung ist auch die Berechnung der Gruppenlaufzeit — 7g,  hilf-

reich, die die Frequenzabhéngigkeit der Signalverzogerung beschreibt:

Ter = _dfl_g") = Tg = konstant

U 59

Das bedeutet, dass alle Frequenzanteile beim Durchlaufen dieses Elements um die Zeit Tg verzogert,
in der Amplitude jedoch nicht verdndert werden und deshalb die Amplituden und die Kurvenformen von
xg(t) und xa(t) immer gleich sind.

Die Wirkung des Verzogerungselementes entspricht der eines ’Phasenschiebers’,
dessen Phasenwinkel proportional mit der Frequenz abnimmt.

1

Bei einer Verzogerungszeit von einem Abtastschritt Tg = fs gilt fiir die Phasenverschiebung
f ) = —w Te = —w — _2nf o f  on o _360°. _f
P(jw)=—-w- -Tg = i A 27TfS— 27 -x = —360°-x , X = go
Die Ortskurve der komplexen Verstirkung G(j w) jIm {G(jw)}
beginnt fiir x=0 bei 1 + jO. Der Einheitskreis wird dabei j
mit wachsendem w im Uhrzeigersinn durchlaufen.
x=f/fs | ¢(x)/°
0.00 0
0.25 -90 -1 1
0.50 -180 Re {G(j w)}
0.75 -270 :
1.00 -360 =0 -
1.50 -540 = -180
2.00 -720 =0 Der Winkel ¢(x) gegen die reelle Achse

wiederholt sich periodisch mit Ax = 1
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6.3 Darstellung zeitdiskreter Signale

Wie auf Seite 87 dargestellt liisst sich durch Abtastung aus jedem kontinuierlichen Signal —x(t) ein
zeitdiskretes Signal ~ x[k] erzeugen.

x(t) P
In diesem Bild ist das zeitkontinuierliche \\
Signal  x(t) vor der Abtastung 0 — —1
0 1 2 3 t
dargestellt. \ / ms
\ /
\ /
x1 K] g
Bei einer Abtastung mit fg; = 4 kHz
i -1 _ 12
d.h. mit Tg1 = o = 0.25 ms 0 - " - 3
entsteht die Folge x3[k] =x(t =k Tg1). -
4
x2[K]
Bei einer Abtastung mit fgo = 2 kHz
d.h. mit Tgo = fsiz = 0.5 ms 0 6
. 0 2 4 k
entsteht die neue Folge xa[k] = x(t = k- Tg2).
Am Beispiel einer Folge, die bei k=0 einsetzt und zeitproportional anwichst (Einheits-Rampenfolge)
x[k] = k- o[k] soll die iibliche Schreibweise fiir zeitdiskrete Signale dargestellt werden, wenn deren
einzelne Werte anzugeben sind.
x[0] = 0; x[1] = 1; x[2] = 2; x[3] = 3; x[4] = 4; x[5] =5; x[6] =6; x[7] =7T; x[8] =8; ...
6.3.1 Wichtige, elementare zeitdiskrete Signale x[k]
In allen folgenden Bildern représentieren die Hohen der Stiitzwerte die Momentanwerte des zeitdiskreten
Signals an den Abtastzeitpunkten. Mathematisch lassen sich die Abtastwerte wie ( Dirac-) Impulse mit
einem entsprechenden Wert des Impulsintegrals deuten.
1. Einheits-Impuls zum Zeitpunkt k = 0 . x k]
1 : k=0
dk] =
[¥] { 0 : kK#0
——0—0—0—1—90 00 000 0 0 0 0 0 >
0 2 4 6 8 10 k=g
2. Zeitverschobener Einheits-Impuls
x[K]
1
1 : k=i
ok —i] = .
[ =) { 0 : k#1
oo o o oo eeeeeeee_t
0 2 i 4 6 8 10 k = Tg

Ein zeitverschobenes Ereignis | hier der Einheits-Impuls 4 | tritt
bei dem Wert von k [ hier bei k =i ] auf, bei dem der Ausdruck
in der eckigen Klammer zu Null wird.
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3. Gerader Einheits-Doppelimpuls \

x[k] = 6[k + ] + o[k — 4]

-4 -1 -2 0 2 i 4 6 8 10 k =

4. Ungerader Einheits-Doppelimpuls
1t x[K]
x[k] = o[k + 4] — 8]k — 4]
. o ==ieeeeeeee
-4 i -2 0 2 4 6 8 10 k =
-1
5. Einheits-Sprungfolge, Beginn bei k = 0 1 ) x[K]
1 : k>0
olk] = { 0 : k<0

0 2 4 6 8 10 k =

ACHTUNG: Die Folge nimmt bereits bei k=0 den Wert 1 an!

6. Zeitverschobene Einheits-Sprungfolge b x[K]
1
A-i={ g 1 LZ]
T 0 ) ; i 4 6 8 10 k =
7. Abfallende reelle Exponentialfolge ( |a| < 1) ) x[K] imBild: 0 < a < 1

m[k:]:{ak : k>0

vl IIITTTT??o

0 2 4 6 8 10 k=
8. Ansteigende reelle Exponentialfolge (0 <a < 1) x[K]
1
1—a* : k>0
””[k]_{ 0 : k<0 III[N
*—0—0 & T T + 4 1 1 1 |
0 2 4 6 10 k=

9. Komplexe Exponentialfolge  ( Frequenz fg )
= el 2ok Ts = cos(2m fo - kTs) + j sin(2m fo - kTs) = Re{z} + j Im{z}

= eI k2 folfs = cos(k - 2m fo/ fs) + j sin(k - 27 fo/fs)

]

]

Aus Real- bzw. Imaginérteil dieser Folge erhilt man die Cosinus- bzw. die Sinusfolge und durch eine
gewichtete Summe von beiden eine allgemeine Sinusfolge mit Phasenverschiebung.
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1 1 x[K]

-4-21 12461 I-k=%s

z[k] = Re{z} = cos(k - 27 fo/fs) l i 0 l l 8 10 l

9a. Cosinusfolge  ( Frequenz fy )

9b. Sinusfolge ( Frequenz fy ) 1 4 x[K]

e
—
)

elk] = Im{z} = sin(k - 2 fo/ fs) 41 21 T

-1

Diese Folgen verlaufen nur dann periodisch mit der Grundfrequenz fy , wenn das Verhéltnis n = f.—ﬁ

ganzzahlig ( wie oben in den Bildern fir n =8 dargestellt ) ist.

In allen anderen Fillen findet keine identische Wiederholung der Abtastwerte nach einer Periodendauer
der Schwingung statt.

10. Folge von m Einheitsimpulsen [ im Bild : m=5 ] x[K]
1
0 : k<O
xkl]=¢ 1 : 0<k<m-—-1
0 : k>m R 9o 9o o o o o o o

Alle Signale, die fiir negative Zeiten, d.h. fir k < 0 gleich Null sind,
nennt man kausale Signale. Bei ihnen gilt : x[k] =0 fir k <O0.

6.3.2 Berechnung der Spektraldichtefunktionen ausgewihlter Signale

Bei der Berechnung der Spektren werden die folgenden wichtigen Eigenschaften und Ergebnisse der
Fourier-Transformation sowie zwei mathematische Aquivalenzen benétigt (siche Seiten 34 mit 36).

® Linearitit: Der Uberlagerungssatz ist im Zeit- und Frequenzbereich anwendbar:
f(t) =fi(t) + f2(t) +f3(t) — E(w)=F(w)+Fz(jw)+F5(w)
e Verschiebung der Zeitfunktion [ Verzogerung | um m Abtatsschritte:
ft—m-Tg)=flk—m] <= F(jw) e im«Ts
® Der Einheitsimpuls und seine Bildfunktion:

f(t)=0k] <= F(uw)=1

U 60-U 63

Es gilt fiir jedes Argument X :
. elX _ g7ix S . .
sin(x) = 32 2 sin(x) = el* — e X

cos(x) = W ; 2cos(x) =elX fedX

Deutet man eine vorliegende Zahlenfolge als die Einheits-Impulsantwort eines zeitdiskreten Systems, be-
schreibt das (i.A. komplexe) Spektrum zugleich die (i.A. komplexe) Verstirkung dieses Systems. Vertiefen

Sie Thr Versténdnis mit dem Programm | IMPULSE
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6.3.3 Fensterfunktionen, Programm | FENSTER

Eine Fensterfunktion, die [ wegen window = Fenster | mit w[k| bezeichnet wird, dient dazu,
1. eine Impulsfolge  x[k] auf die Linge 0 <t < (N—1):-Tg =zeitlich zu begrenzen und

2. dabei auch noch -falls dies erforderlich ist- eine Bewertung der Impulsfolge durchzufiithren.

Die neue ’gefensterte’ Folge y[k| = x[k] - w[k] erhélt man durch punktweise Produktbildung der

Werte der Impulsfolge  x[k] mit den Werten der Fensterfunktion wlk], deren N Stiitzwerte wie
folgt definiert sind:

0 : k<0 Vor dem Einsetzen der Fensterfunktion: Wert 0
wk]=¢ >0...<1 : 0<kE<N-1 Im Fenster gilt: 0 < Wert < 1
0 : E>N Nach dem Auslaufen der Fensterfunktion: Wert 0

Null auerhalb des Fensters dazu, dass die Impulsfolge dort ausgeblendet wird.

Die Stiitzwerte der Fensterfunktion wirken dabei als Faktoren zur Bewertung und fithren mit ihren Werten

Bei der Multiplikation einer Folge mit einer Fensterfunktion kénnen die Betréige der Folgenwerte zwar
verkleinert aber wegen max{wl[k]} <1 prinzipiell nicht verstirkt werden.
Wegen 0 < w[k] <1 verdndert die Fensterfunktion die Vorzeichen der Stiitzwerte nicht.

Abhiingig vom Verlauf ~wlk| ldsst sich neben dem ’harten’ Ein- und Ausblenden durch ein

Rechteckfenster ( dargestellt ist die Fensterfunktion fiir N=11 und ihre Auswirkung auf die Cosinusfolge
von Seite 98 )

] ‘;1[15 ****** 7] Das Fenster
1 | enthdlt N=11
0 k<0 | | Stiitzstellen
wik]=¢ 1 : 0<k<N-1
0 : k>N | |
*—o o o—o—o
t
LO7277477677871B 12 k_T_s
k
| 4yl
Y1 [k] = Wl[k] . COS(k - 27 f()/fs)
- o o 2 4 6 .~ o o o
oo o ° —e—1 e
0 l l 8 10 12 k= T
-1
auch ein "weicher’ Ubergang z.B. durch die 1-cos-Flanken des Hann-Fensters [ wird auch "Hanning’-Fenster
genannt | erreichen. In den folgenden Bildern ist diese Fensterfunktion fiir N=11 und ihre Auswirkung
auf die Cosinusfolge von Seite 95 dargestellt.
] ‘;2[15 ****** ~] Das Fenster
0:%k<0O 1 | enthilt N=11
walk] =¢ 05-[1—cosZZE ] : 0<k<N-1 | | Stittzstellen
0: k>N \ I I \
eee;’T,, ,T’e;eee
-t
L0727747 7677871B 12 k—TS
k
| 1 y2[K]
yalk] = wa[K] - cos(k - 27 fo /fs) L2 o4 611,
0 l l 8 10 12 k=g
U 64
_1 [ ]
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Fiir den praktischen Gebrauch gibt es eine Vielzahl weiterer Fensterfunktionen, die meist nach ihren
Erfindern benannt sind und recht unterschiedliche Bewertungen durchfithren.

Durch die 'Fensterung’ genannte Bewertung mit einer Fensterfunktion ergibt sich im Frequenzbereich
eine tiefpassartige Filterwirkung, bei der Breite und Verlauf der Verstirkung im ’Durchlassbereich’ und
im 'Sperrbereich’ in einer komplizierten, durch die Fourier-Transformation festgelegten Abhéngigkeit von
wlk] stehen.

Als Folge der | Multiplikation von Signal- und Fensterfunktion im Zeitbereich | erhilt man das Spek-

trum nach der 'Fensterung’ durch die| Faltung der Spektren von Signal und Fenster | (siehe auch Seite

35 und Seite 91). Vertiefen Sie Ihr Verstdndnis mit dem Programm FENSTER

Dreieckfenster und cosinusférmiges Signal der Frequenz 100 kHz [ fs = 1 MHz |

u(t): Zeitdiskret  u(t): Kontinuierich U (£)1: Zeitdiskret U (£]1: Kontinuierlich
Zeitfunktion u(t) auswahlen

u(t)=sin(2-pi-f-t+Phi)

@ Sinus finkHz= |100 hd
Phiin* = [+80 <

¢ Rauschen

200 0 200 400 600 800 1000 1200|
| Masimum | = 1.000 U max | = 1.000E+0000 ~> f/kHz fs

Auswahl 1. Zeitfunktion Spektrum U1 (f) zeichnen Betrag des Spektrums U1 (f)

&y  wl " .
[ - o «

€ upeiodisch © u-wl P ia nein ﬁ linear logarithmisch

w2 (t): Zeitdiskret w2 [t]): Kontinuierlich IU(F)171U max |: Fourier- Integral ~ disk.  kont
“ Abtastfrequenz fs = 1.000 MHz

k Abtastzeit: Ts=1/fs = 1.000us

[

[
‘ I 1 Frequenzbereich: -240 kHz <=f <= 1240 kHz
! g !

Feste Kennwerte:

Zeitbereich: - 5Ts <=t<= 56 Ts

]’ \ ok /’ l‘\ Anzeige ds BITMAP-DATEI speichem |
Raster 0.1
RN
Masimalwert = 1.000 200 " 0 200 400 800 800 1000 1200 Programm beenden |

|U max | = 5.000E+0000 > f/kHz fs

Spektrum U2(f) zeichnen Betrag des Spektrums U2 ()
’7(3 ia  nein ’7(? linear ¢ logarithmisch

Cosinusférmiges Signal ( wie oben ) mit Dreieckfenster multipliziert

w2(t:/5Ts fiir 0<=t<=5-Ts ; 2-4/6Ts fiir 5 Ts<=<=10-Ts ; 0 sonst
"Auswahl 2. Zeitfunktior
u

s & w2 T .
. F w2 : [Dreieck, Hohe 1~ ]
 psiadich & u w2 2 Fensteitkt. w2 : [Dreieck, Hahe Breite N2 Ts

ult]-wl(t): Zeitdiskiet  u(t]- wi (t): Kontinuierlich U (F)1/1U max |: Fourier Integral ~ disk.
Zeitfunktion u(t) auswahlen
[N [N
] \ i \ u(t)=sin(2-pi-f-t+Phi)
i \ / V] |6 sms | finktes 0=
Phiin* = [+80 <
\ 1 ¢ Rauschen
\ max: 1.0
Raster: 0.y
min: 0.0
| Mai 1<1.000 200 0 200 400 600 800 1000 1200|
WIS fir 0¢=t¢=5Ts ; 24/5Ts fiir 5 Tsc=te=10Ts ; 0 sonst [Umax|= 25000000 ~f/KHz ke
Auswahl 1. Zeitfunktion Spektrum U1 (f) zeichnen Betrag des Spektrums U1 (f)
Cu Cow . [Drefeck. Hone 1 e N1 =TT i i ;
’7  upsiiodisch & u- wl 1. Fensterfkt. w1 : |Dreieck, Hohe v Breite N1 v| Ts @ ja  nein @ linear € logarithmisch
u(t])- w2 (t): Zeitdiskret u(t])- w2 (t): Kontinuierlich 20dB - log[I1U (F)1/1U max|]: Fourier- Integral  disk.
v N v N Feste Kennwerte:

I
\\ [/ Abtastfrequenz fs = 1.000 MHz
Abtastzeit: Ts=1/fs = 1.000us
\ ! \ Frequenzbereich: -240 kHz <=f <= 1240 kHz

Zeitbereich: - 5Ts <=t<= 56 Ts

Anzeige als BITMAP- DATEI speichem |

max:  0dB
Raster: 1048
i 100 di
) oo [0 0 200 400 600 800 1000 1200 Programm beenden |
! 1=1.000- [Umat|= 2500640000 ->0/kHz  fs

w2(t:t/5Ts fiir 0<=t<=5-Ts ; 2-4/6Ts fiir 5 Ts<=<=10-Ts ; 0 sonst

Auswahl 2. Zeitfunktior
’7 2. Fensterfkt. w2 : |Dreieck, Hohe 1 v Breite N2=[11  ~|-Ts

Cou w2
" uperiodisch &

Spektrum U2(f) zeichnen Betrag des Spektrums U2 ()
’7(3 ia  nein ’7(" lingar @ logarithmisch
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6.4 Systematische Ermittlung der Spektralfunktionen zeitdiskreter Signale

Die Methoden zur Umrechnung des Zeitverhaltens in den Frequenzbereich unterscheiden sich bei zeitdis-
kreten Signalen in einigen wichtigen Punkten von denen bei zeitkontinuierlichen Signalen.

6.4.1 Die Diskrete Fourier-Transformation ( DFT )

Bei kontinuierlichen Signalen stellt die Fourier-Transformation den Zusammenhang zwischen
der Zeitfunktion wu(t) und der Spektraldichtefunktion U(jw) her.
Die Gln. (1) und ( 2 ) wurden auf Seite 34 zur Hin- und Riicktransformation eingefiihrt.

+00 +o0
U(jw) = / u(t)e“tdt (1) u(t):% / U(jw)etdw (2)
t=—o0 w=—00

Zum Ubergang auf abgetastete, zeitdiskrete Signale ersetzt man in Gl. ( 1) die folgenden Terme
t = n-Ts; u(t) = u(n . TS); e dwt - g—iwnTs _ efjn27rf/fs 7

nihert das Integral durch eine Summe an und erstreckt die Summation aus praktischen Griinden
( Rechenzeit, Speicherplatzbedarf ) nur iiber die endliche Anzahl von N  Stiitzstellen.

Die so gefundene Gleichung wiederholt sich ( wegen der Abtastung mit fg = Tis )
N-1 .
U(jw)=U(27f) = Y u(nTs) .e—dn2rf/fs
n=0

periodisch mit fg = %S und besitzt nur N linear unabhiingige Funktionswerte bei den diskreten

Frequenzen f:k-fﬁS ; k=0,1,2 ... N—-1.
N-1 Cin2rkis.r N-1 < 27n
Uf=k-§)= T uTs)-e "N = 3 umTs) eI "
n=0 n=0

Daraus erhiilt man durch Abkiirzung das Gleichungssystem mit N  Gleichungen fiir die DFT.

N-1 2
Ulk]= Y u[n] eI Fkn ; k=0,1,2,..., N—1 ( Frequenzindex )

Die Umkehrung der DFT wird Inverse DFT ( IDFT ) genannt und auch dieses Gleichungssystem besteht
aus IN  Gleichungen.

N-1 s an
u[n]zﬁkzog[k].@%-k'n; n=0,1,2,...,N—1 ( Zeitindex )

Die Rechenvorschriften fiir die DFT und die IDFT lassen sich mit Hilfe des komplexen Drehfaktors (im
Englischen als twiddle factor bezeichnet )

2 U 75
Wy = e IV = cos(%%) — jsin(%F) wie folgt umschreiben
N-1
Ulkl= ) u[n]-wlﬁjn ; k=0,1,2,..., N—1 ( Frequenzindex )
n=0
N-1 K
un]=% > Uk]|- W ; n=0,1,2,...,N—1 ( Zeitindex ).
k=0

Stellt man die Wertefolge im Zeit- bzw. Frequenzbereich u[n] bzw. U[k] als reellen bzw.
komplexen Spaltenvektor un  bzw. Upxn  dar und fasst alle benotigten Drehfaktoren in der
komplexen Matrix @N zusammen, kann sowohl die DFT als auch die IDFT sehr iibersichtlich
dargestellt werden.
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Mit Hilfe der Vektoren und der Matrix
u[0] U[o] 1 1 1 . %I )
uf1] Ul1] 1 Wy W% w&{m
un= | w2l | un=| U2 | We-|1 Wi Wi w
_ _ C WwN-1 g (N-1)2 (N—-1)(N—
u[N —1] UN-1] 1 WX Wi Wx
erhilt man fiir die DFT in Matrixform Un = ﬁN CuN
~ -1
und kann auch die IDFT in Matrixform angeben un = Wy - Upn.
—~ 1 —~
Die zur IDFT benétigte inverse Matrix ~ Wy ist konjugiert komplex zur Matrix Wy und un-
—~ 1 —~
terscheidet sich von ihr auch durch den zusétzlichen Faktor 1/N: Wy = % . w;

FT_DFT_FFT

abklingenden Sinussignals in vier Schritten.

Ein Ausdruck des Programms zeigt die Entstehung der DF'T eines gedampft

1.) Das kontinuierliche Signal u(t) und seine Fourier-Transformierte |U(f)] .

2.) Das abgetastete Signal u(n-Tg) und seine periodische Fourier-Transformierte |U;(f)] .
Die Uberlappung im Spektrum bei der halben Abtastfrequenz ist deutlich zu erkennen.

3.) Das durch ein Rechteckfenster auf N - T'g zeitbegrenzte Signal u(nTg)
und seine periodische Fourier-Transformierte [Uy(f)] .

4.) Die auf N -Tg zeitbegrenzte, mit T = N - Tg periodische Folge u[n]
mit N Stiitzstellen und ihre mit fg periodische DFT |U[k]| = [U(f)]
mit N unabhiingigen Spektrallinien.

= ug(t)

i PROGRAMM FT_DFT_FFT FHMUNCHEN FBO4El EUGENMULLER @© 2004 Yersion 02.01 Stai @I = ID _I
ult) : 3 ‘ : W1/ mes | Loganthmische Toing 045 . 80
/\ rqrurierI
: ritegral
1.} :
Pz O Zeifunkiion u[1]=1Y & (U161 ] s 22 00E+006t]  tman =200 us s fs72 200 kHz 00 kHz
ulft] ‘ j : IU T0F)1A U max Logarnithmizche Tallung 0de..-80dB
| Fourier- ;
m rTTmh asepe Integral ;
T P 5 ;
2.0 :
. . . ; I IE 200 kHz 400 kHz
25 us 0 Abtastungmllls= 4UEIkHz, T=Ts=1/Fs= 3us tmax = 200 us
FENY I T T T Logarnithmizche Tallung 0de .. 4
m I
| Fourier-
rTTmh Integral
llml " —
: |
2.) : .
: I : : : :
. : : I IE 200 kHz 400 kHz
25Uz 0 Rechteck- Fenster mit dErBralte M=32 [ 80 us] tmax 200 ug
ETTS) |L| 3[E)AU max Logarithmische Tallung 048 80 dE
N e O i A et et ittt .
ODFT !
1. |l Hm rTTTTHr. Hm rTTTT]'H. Hm FFT :
: Hl ‘ m —
| Do
4.) | L Linienabstand = 12.500 kHz
| Periodendauer = 80 us fz fz/2 2ﬁD kHz 400 kHz
u(t] = |[AbKL Sinus, 20 kHz, Tau = 40us J fsikhz= [ 400 =] =| 32 =] urin [ € lneare mdB| Bild invertieren Anzeige > BMP- Datei | Beenden

1)
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Es soll hier nur angemerkt werden, dass die DFT und auch die IDFT nicht nur auf reelle sondern auch auf
komplexe Zeitfunktionen angewendet werden kann, wobei in diesem Fall sowohl die beiden Spaltenvekto-
ren als auch die Matrix komplexwertig sind und auch alle Rechenschritte komplex durchgefiihrt werden
miissen.

Die Berechnung der DFT und der IDFT unterscheidet sich nur geringfiigig voneinander, so dass es aus-
reichend ist, eine Prozedur fiir die DFT aufzustellen, in der fiir die IDF'T die Vektoren zu tauschen und
die Matrix Wy zu modifizieren ist.

Bei der Durchfithrung der DFT oder der IDFT sind sehr viele ( genau N? komplexe Eintriige in der
Matrix mit den Drehfaktoren ) Sinus- und Cosinus-Ausdriicke zu berechnen. Wegen der zeitaufwiindigen

Funktionsaufrufe sind der direkten Berechnung bei grolen N sehr bald praktische Grenzen gesetzt. Bei
mehrfachem Aufruf von DFT und / oder IDFT bringt das Abspeichern der Matrix Vorteile.

6.4.2 Die Schnelle Fourier-Transformation ( Fast Fourier Transform, FFT )

Fiir alle Echtzeit-Einsétze der Spektralberechnung verwendet man statt der DFT die Schnelle Fourier-
Transformation ( FFT ), die auf der Basis der gleichen Daten und Gleichungen durch geschickte Um-
formungen und unter Ausniitzung der Periodizitit der Winkelfunktionen die erforderlichen Rechenzeiten
drastisch reduziert.

Der Zeitgewinn wird fir N = 2™  ( m ganzzahlig, d.h. N = 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024,
2048, ... ) sehr grofi. Noch schneller verlduft die Berechnung mit N =4™ (d.h. N =4, 16, 64, 256,
1024, 4096, 16384 ... ). Nachteilig ist jedoch die grobe Abstufung der Stiitzstellenzahl.

Die Tabelle zeigt den bei N = 2™  und bei N = 22 = 4096 erforderlichen Rechenaufwand.

‘ Weg H sinus ‘ cosinus ‘ MULT ‘ ADD H sinus cosinus ‘ MULT ‘ ADD
DFT || N2 N? 9N? | 2(N2-N) || 16 777 216 | 16 777 216 | 33 554 432 | 33 546 240
FFT | N-1 | N-1 Nm 2Nm 4095 4095 49 152 98 304

Bei grofieren Werten von N nimmt die Uberlegenheit der FFT weiter zu.

Alle Besonderheiten der DFT ( periodisches Spektrum durch Abtastung, Uberlappung des Spektrums
bei nicht bandbegrenzten Signalen, Zeitbegrenzung auf N -Tg, nur N Spektralkomponenten sind
voneinander linear unabhéingig ) bleiben auch bei der FFT erhalten.

Beachten Sie bei Anwendung der DFT, der FFT oder ihrer Umkehrungen folgende Zusammenhénge:

Das der Rechnung zu Grunde liegende Zeitsignal besteht aus einer periodischen Folge von N Abtastwer-
ten, fiir das sich die folgende 'Periodendauer’ T ergibt.

T=N.Tg

Als Abstand der Spektrallinien ergibt sich in Analogie zu den Fourier-Reihen die 'Grundfrequenz’

_1_ 1 _fs
Af=F=NTs =X
Wegen der Abtastung mit fg = TLS wiederholt sich das Spektrum ab  fg  identisch.
Deshalb sind auch nur Anteile bis zu einer Maximalfrequenz fmax = f75 — Af eindeutig.

Der FFT-Algorithmus wird modifiziert auch fiir eine Anzahl weiterer Aufgabenstellungen verwendet:

o Ausfithrung der ( periodischen bzw. zirkularen ) Faltung zweier zeitdiskreter Signale.
o Ausfiihrung der Korrelation zweier zeitdiskreter Signale.

e Multiplikation extrem genauer Zahlen ( mit z. B. 105 Mantissenstellen )
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7 Beschreibung zeitdiskreter LTI-Systeme

In diesem Kapitel werden zunéchst die grundlegenden Eigenschaften solcher Systeme betrachtet.

Es folgt deren Beschreibung durch Differenzengleichungen und Ubertragungs-Funktionen, wobei die z-

Transformation zur Anwendung kommt.

7.1 Grundlegende Eigenschaften zeitdiskreter Systeme

Zur nadheren Charakterisierung und zur Klassifizierung konnen zeitdiskrete Systeme, die am Eingang
mit der Folge x[k| erregt werden anhand ihrer Reaktion y[k] beurteilt werden.

x[k] | Zeit- y (K]
O—{ diskretes p—>O
System

7.1.1 Linearitit

Bei linearen Systemen ist der Uberlagerungssatz (das Superpositionsprinzip) anwendbar.
Besteht das Eingangssignal aus einer Linearkombination zweier Signale

xk] = ¢ - x1[k] + c2 - x2[K] ; C1,C2 : beliebig
erhdlt man bei linearen Systemen das Ausgangssignal aus der zugehorigen Linearkombination
yvk] =c1-y1lk] + c2 - y2[K] ; C1,C2 : wie oben
der Signale yi[k] und ysa[k] ,die die Reaktionen auf xj3[k] und x2[k| darstellen.

In allen praktischen Systemen ist der Bereich fiir lineares Verhalten zu positiven und zu negativen Werten
hin beschrinkt. Es ist strikt darauf zu achten, dass alle ( auch inneren ) Signale in jedem Betriebszu-
stand diesen zulédssigen Bereich nicht verlassen, da andernfalls Verzerrungen auftreten, die unerwiinschte
Spektralanteile verursachen und das Verhalten des Systems stark verdndern kénnen.

7.1.2 Zeitinvarianz
Bei zeitinvarianten Systemen sind die Ubertragungseigenschaften nicht von der Zeit abhiingig.
Ein um i Abtastschritte verzogertes Eingangssignal ~x[k —i] (i beliebig ) hat bei einem zeitinvari-

anten System ein ebenfalls um i Abtastschritte verzogertes Ausgangssignal y[k —i]  zur Folge.

7.1.3 Stabilitat

Stabil nennt man ein System, das auf ein sprungférmiges Eingangssignal ~x[k] endlicher Grofie mit
einem Ausgangssignal y[k] endlicher Grofie antwortet, das fiir ~k — 0o einen konstanten, end-

lichen Wert annimmt.

Kriterien zur systematischen Priifung der Stabilitit werden spéter bei der Behandlung der Ubertragungs-
Funktion betrachtet.

7.1.4 Kausalitit

Ein System nennt man dann kausal, wenn seine Ausgangsreaktion nicht vor der sie verursachenden
Erregung am Eingang auftritt.

Nur kausale Systeme sind technisch realisierbar und praktisch einsetzbar.

Eine systematische Priifung auf Kausalitéit ist anhand der Einheits-Impulsantwort moglich und wird
spater behandelt.

Dieser Begriff wird (wie wir auf Seite 98 gesehen haben) auch auf Signale iibertragen: Kausale Signale
sind bei negativen Zeiten gleich Null. Dann gilt x[k] =0 fir k < 0.

Welche Moglichkeiten kennen Sie, um nichtkausale Folgen in kausale Folgen umzuwandeln?
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7.2 Differenzengleichungen (DIFFGL) mit konstanten Koeffizienten

Die gleiche Bedeutung, die der Differenzialgleichung ( DGL ) bei zeitkontinuierlichen Systemen zukommt,
hat bei zeitdiskreten Systemen die Differenzengleichung ( DIFFGL ).

Bei zeitkontinuierlichen Signalen kénnen die Anderungen iiber der Zeit durch Differenzialquotienten

dl&(tt) — limag_s0 U(t+AAt2_U(t)

erfasst werden, da die Zeitfunktion —wu(t) zu jeder Zeit definiert ist und At  hier infinitesimal
klein gew&hlt werden kann.

Zeitdiskrete Signale dagegen sind nur an den dquidistanten Abtastzeitpunkten t =k Tg

definiert und ihre zeitlichen Anderungen lassen sich mit den verfiigharen Abtastwerten

., ulk — 1], ulk], u[k +1},... nur als Differenzenquotienten beschreiben.
d _ u(k+1]Ts)—u(k-1Ts) _ A
du) g N u([k+1] S2)Tlsl([ [Ts) _ Au

Es gibt zahlreiche, weitere Moglichkeiten ( z.B. Vorwiirts- und Riickwérts-Differenzenquotient ), um die
zeitliche Ableitung einer zeitdiskreten Funktion durch Differenzenquotienten anzunéhern.

u(t) ~ u(kTys)
~
/ \ 'ﬁ‘ b\"
/ / Ay
~ ——=
L Alt
0 0

0 2Tg 4Tg t 0 2 4 k=t/Ts

Differenzialquotient fiir zeitkontinuierliches u(t). Differenzenquotient fiir zeitdiskretes u(kTs).

Das dynamische Verhalten eines zeitdiskreten Systems wird deshalb durch eine DIFFGL beschrieben, die
den Zusammenhang zwischen den zeitdiskreten Wertefolgen ~x[k] am Eingangund y[k] am Aus-
gang beschreibt.

x[k] | Zeit- y (K]
O—»{ diskretes —>O
System

DIFFGL (z.B.): ylk]+a1-yk—1]+az-yk —2] =bg-xk|+ by -x[k —1] + by - x[k — 2]

Damit eine DIFFGL eindeutig gelost werden kann, muss der Anfangszustand des Systems bekannt sein.
Er wird bei kausalen Eingangssignalen durch die Anfangswerte ( hier y[—1];y[—2] ) beschrieben,
die zu beriicksichtigen sind. Sind keine Anfangswerte vorgegeben oder zu ermitteln, werden diese mit
dem Wert Null belegt.

Aus der DIFFGL lisst sich die zugehorige Ubertragungs-Funktion ermitteln, die bei einer Auswertung fiir
s=j w Betrag und Winkel der Verstarkung des zeitdiskreten Systems im eingeschwungenen Zustand
liefert.
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Beispiele zum Aufstellen von Differenzengleichungen

1. Beispiel:
nach der Trapezregel ist die zugehorige DIFFGL aufzustellen.

Fiir ein ( Teil- ) System zur angeniherten Integration einer zeitdiskreten Wertefolge

x[K]

x[k] Der Integralwert wéchst im Schritt k um
xE{[i]] It Ay =ylk] -yk-1] = w -Ts
Ay ..o Integralzuwachs im Schritt  k
x[k] + )2([1{ -4 Mittlere Trapezhohe
0 0 k-1 Kk k+1 k:TLS T o Trapezbreite

Die DIFFGL zu diesem ’Integrator’ folgt aus dem Zuwachs im Schritt k:

xk]+xk—1
ylid -yl - 1 = Xl gy
und man erkennt, dass hier neben dem aktuellen x[k| und dem um

xk — 1]
am Ausgang beeinflusst (Anfangswert: y[—1]).

liegenden Eingangssignal
aktuellen Wert  y[K]

2. Beispiel:

auch die Vergangenheit des Ausgangssignals

einen Abtastschritt zuriick-

ylk —1]

den

Hier wird ein Block betrachtet, der zur Glattung von Signalen mit {iberlagertem Rau-

schen dient. Er soll durch Bildung des arithmetischen Mittelwertes aus drei benachbarten Stiitzwerten

xk — 2], x[k — 1], x[K] y k]

einen gegléitteten Ersatzwert

ermitteln, der zeitlich mit dem letz-

ten Stiitzwert zusammenfillt. Die zugehorige DIFFGL ldsst sich leicht ermitteln, da das Ausgangssignal

( im Unterschied zum 1. Beispiel ) nur von den Werten des Eingangssignals abhiingt.

_ xk —2] +x[k — 1] + x[K]
3

y (K]

7.3 z-Transformation, Ubertragungs-Funktion

U 65

Mit dem Verzodgerungsoperator lassen sich die Zeitverschiebungen in den DIFFGL erfassen und
die Signale konnen vom Zeitbereich in den Bildbereich der z-Transformation iibertragen werden.

Index k: aktueller Zeitpunkt, keine Verzdgerung;
Index k-1: gegeniiber dem aktuellen Zeitpunkt eine Verzégerung um 1 Abtastschritt = z~1
Index k-2: gegeniiber dem aktuellen Zeitpunkt eine Verzégerung um 2 Abtastschritte = z~2
Index k-i: gegeniiber dem aktuellen Zeitpunkt eine Verzogerung um i Abtastschritte = 2z7!
Aus der DIFFGL des 1. Beispiels  y[k] — y[k — 1] = w T

-1
erhilt man im Bildbereich Y —Y -z71 = % ‘Ts; Y- (1-— Zfl) =X-(1+ Zfl) . %

und kann daraus die Ubertragungs-Funktion als Verhéltnis von Ausgangssignal zu Eingangssignal in zwei

gleichwertigen Darstellungen als gebrochen rationale Funktion ermitteln.

_ Yz7') Tg 1+z1 Y(z) T 1
1y — L _d1s 141z _X\z) 15 z+
G(z™') = X(Z_l) =2 1,1 oder auch G(z) = X(z) = 2 z-1
Durch analoges Vorgehen findet man aus der DIFFGL des 2. Beispiels
— _ L2 e | -2 -1
ylk] = XK 2]+ng Urxk] vy _X-z +Xw +X _x. oz izl

und daraus die beiden Varianten der zugehérigen, gebrochen rationalen Ubertragungs-Funktion.

Y(z) 142422

Yz ') 24 g‘l 11

Q(Z_l) = X(Z_l) -

oder auch G(z) =

X(z)

3z
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Auf Seite 68 ist dargestellt, wie | bei zeitkontnuierlichen Systemen | (Anfangswerte gleich Null)

aus der DGL die Ubertragungs-Funktion G(s) = A(s)/E(s)

im Bildbereich der Laplace-Transformation aufgestellt werden kann. Dies ist eine gebrochen rationale
Funktion in s mit reellen, konstanten Koeffizienten und die hochste im Zahler- oder Nennerpolynom
auftretende Ordnung von s  bestimmt ihren Grad.

G(s) besitzt genau n Polstellen und n Nullstellen, die [ wegen der reellen Koeffizienten | nur auf der
reellen Achse oder als konjugiert komplexe Paare in der komplexen s — Ebene liegen konnen.

Die Lage der Polstellen von  G(s) in der s-Ebene bestimmt, ob sich ein System stabil verhilt.

Stabiles Verhalten nur, wenn alle Polstellen einen negativen Realteil besitzen : Re{s, < 0}

Analog dazu ist es| bei zeitdiskreten Anordnungen | ( siehe die beiden Beispiele auf Seite 106 ) moglich,

aus der DIFFGL die zugehorige Ubertragungs-Funktion G(z™ ') = A(z71)/E(z 1)

im Bildbereich der z-Transformation zu ermitteln, aus der die gleichwertige Darstellung mit dem geénder-
ten Argument G(z) = A(z)/E(z) berechnet werden kann.

Beide Funktionen sind gebrochen rational und haben reelle, konstante Koeffizienten.

Die erste Funktion wird bevorzugt in der Summenform dargestellt und ihr Grad n wird durch die hochste

im Z&hler- oder im Nennerpolynom enthaltene Potenz von z~! bestimmt: n = max{e, f}.

1y _AETY) _ bot+biz t bz 24bgr d 4. bz ® Y bint
G(z 1) = = — Do 1 2 3 e _ Z2ii=o : .. ..
G(=") E(z ') agtaz 'tasz 2tazz 4. taz Y jayz U 69,U 70

Bei der zweiten Funktion wird sowohl die Summen- als auch die Produktform verwendet. Fiir den Grad
gilt n = max{g, h}.

G(Z) _ A(Z) _ Co —l—clzl _|_czz2 —|—C3Z3 + ...+ ngg - Q. Hizl(zfz()k) . Q= Cg
E(z) ~ dg+diz! +doz? + dsz® + ... +dpz® I, (z—201) dp

G(z) Dbesitzt genau n Polstellen z,,; und n Nullstellen 2zgx , die einfach oder auch mehr-
fach aber in jedem Fall [ wegen der reellen Koeffizienten | nur auf der reellen Achse oder als konjugiert
komplexe Paare in der komplexen z — Ebene liegen koénnen.

Die Lage der Polstellen von Q(Z) in der z- Ebene bestimmt, ob sich ein System stabil verhélt.

Stabiles Verhalten nur, wenn alle Polstellen innerhalb des Einheitskreises liegen : |Zog,| < 1

Nétiges Vorgehen fiir die Umformung  G(z™ 1) = A(z71)/E(z71) — G(z) = A(z)/E(z)

n

Zahler- und Nennerpolynom mit 2z [ n = Grad von g(zfl) ] multiplizieren.

. —1\ _ 32744527 342224102147 . _ 3452122211023 +724
Bsp: G(z77) = 122218z 1120 o G(2) = S a0u

Nétiges Vorgehen fiir die Umformung  G(z) = A(z)/E(z) — G(z7')=A(z"1)/E(z™ 1)

Z#hler- und Nennerpolynom mit  z ™™ [ n = Grad von g(z) ] multiplizieren.
. _ 30z . -1\ _ 30z—3 .
Bsp: G(2) = pargprasrigioo 0 G ) = Terrm i 10053
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Durch die Umkehrung des auf Seite 106 beschriebenen Vorgehens zur Ermittlung der Ubertragungs-
Funktion aus der DIFFGL und durch die Anwendung der Umformungen von Seite 107 ist es einfach
méglich, aus der Summenform von  G(z) oder G(z™!) die DIFFGL zu ermitteln.

Interessiert man sich fiir die Frequenzabhéngigkeit der komplexen Verstiarkung eines zeitdiskreten Systems

im eingeschwungenen Zustand, ist fiir

ARY

fiir den Operator zur Beschreibung einer Verzégerung um 4 n Abtastschritte zu setzen:

Es gilt: Ts:%; x:fTs:é;

7z (jw) = eT“nTs = cos(nw Ts) F j sin(nw Tg) = cos(n 27 x) F j sin(n 27 x)

Fir n=1

zT"(jw) in der folgenden Tabelle zusammengestellt.

und fir

nwTs = n27x und mit

n=2 sind die zu

x=0(005)05

Z:Fn — e:FjwnTS

erhalt man

iiberall der folgende, im allgemeinen Fall komplexe Wert

gehorigen komplexen Werte von

H x = f/fg H Wert von z~ ! Wert von z 2 H Wert von z'! Wert von z 12 H
0.000 1.0000 + j 0.0000 1.0000 + j 0.0000 1.0000 + j 0.0000 1.0000 + j 0.0000
0.001 1.0000 - j 0.0063 0.9999 - j 0.0126 1.0000 + j 0.0063 0.9999 + j 0.0126
0.050 0.9511 - j 0.3090 0.8090 - j 0.5878 0.9511 + j 0.3090 0.8090 + j 0.5878
0.100 0.8090 - j 0.5878 0.3090 - j 0.9511 0.8090 + j 0.5878 0.3090 + j 0.9511
0.150 0.5878 - j 0.8090 | -0.3090 - j 0.9511 0.5878 + j 0.8090 | -0.3090 + j 0.9511
0.200 0.3090 - j 0.9511 | -0.8090 - j 0.5878 0.3090 + j 0.9511 | -0.8090 + j 0.5878
0.250 0.0000 - j 1.0000 | -1.0000 + j 0.0000 0.0000 + j 1.0000 | -1.0000 + j 0.0000
0.300 -0.3090 - j 0.9511 | -0.8090 + j 0.5878 || -0.3090 + j 0.9511 | -0.8090 - j 0.5878
0.350 -0.5878 - j 0.8090 | -0.3090 + j 0.9511 || -0.5878 + j 0.8090 | -0.3090 - j 0.9511
0.400 -0.8090 - j 0.5878 0.3090 + j 0.9511 || -0.8090 + j 0.5878 0.3090 - j 0.9511
0.450 -0.9511 - j 0.3090 0.8090 + j 0.5878 || -0.9511 + j 0.3090 0.8090 - j 0.5878
0.499 -1.0000 - j 0.0063 0.9999 + j 0.0126 || -1.0000 + j 0.0063 0.9999 - j 0.0126
0.500 -1.0000 + j 0.0000 1.0000 + j 0.0000 || -1.0000 + j 0.0000 1.0000 + j 0.0000

Setzt man in der Ubertragungs-Funktion G(z = e/“Ts) bzw. in  G(z7! = e 3¢Ts)  die zur
aktuellen Frequenz f gehorigen Werte fiir z™  bzw. z ™ ein, ergeben sich im Zihler und
im Nenner zwei komplexe Zahlen, deren Quotient die komplexe Verstirkung des zeitdiskreten Systems
bei der aktuellen Frequenz f im eingeschwungenen Zustand ( d.h. bei Betrieb mit einem sinusférmigen
Signal der Frequenz f ) beschreibt. Wie jede komplexe Grofie kann auch die Verstirkung wahlweise als
Real- und Imaginérteil oder als Betrag und Winkel angegeben werden.

2% Gesucht: G(x = 0.200)
z° —0.25

Mit  z(x = 0.200) = 0.3090 + j0.9511 und z2(x = 0.200) = —0.8090 + j 0.5878 folgt

Beispiel: Gegeben ist G(z) =

2.0.3090 +j0.9511]  0.6180 + j 1.9022 U 66
[—0.8090 +j 0.5878] — 0.25 —1.0590 + j 0.5878

G(x =0.200) = 0.3161 — j 1.6208 = 1.6513 - e §7897°

G(x = 0.200) =

Ermitteln Sie die zugehorige DIFFGL und geben Sie eine Realisierung fiir sie an.

Der Frequenzgang der Verstiarkung kann erst dann zutreffend dargestellt werden, wenn ausreichend viele
Frequenzpunkte [ z.B. 200 ] untersucht wurden. Fiir die Frequenzachse wihlt man bei zeitdiskreten Sys-
temen gewdhnlich eine lineare Teilung [ Im Bode-Diagramm dagegen eine logarithmische Skalierung! ],
da der technisch nutzbare Frequenzbereich meist auf 0 < x < 0.5 begrenzt ist.

Mit dem Programm ZEITDISK ldsst sich das Verhalten einfacher zeitdiskreter Systeme bis

zum Grad n = 6 untersuchen. Die Eingabe erfolgt per DIFFGL oder per Ubertragungs-Funktion.
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7.3.1

So wie sich mit der Laplace-Transformation die Losungen der DGL kontinuierlicher Systeme leichter im

Grenzwertsidtze, Operationen und Korrespondenzen der z-Transformation

Bildbereich ( s-Ebene ) berechnen lassen, bietet die z-Transformation Vorteile bei der Berechnung der
Losungen der DIFFGL in deren Bildbereich ( z-Ebene ).

Anfangswert:  f[0] = Jim F (2)
Endwert: Jim f[k] = lim[(z = 1) - F(2)] = lim | —2 L F(z7Y)]

Operationen der z-Transformation

® Beriicksichtigung einer Konstante C :

Z{C-fK} = C-Z{[fk}=C F()

e Summation von 0 bis k-1 : Summation von 0 bis k :

Sisofl = s F() Yomo fl = FF(2)

o Diampfungssatz, “Démpfung” der Zeitfunktion :
ab - flk] = F(%) oder auch gleichwertig in der Form a k. flk] = F(a-2)
mit a#0; a = reell oder komplex

e Differenzieren der Bildfunktion :
dF(z)
k-flk] = —z-=5=
® Verschiebungssatz im Zeitbereich | Verzégerung, Verschiebung nach rechts | :
flk=m] = z27™F(z) m=0,1,2,... wenngilt fl[k—m]=0 fir k—m<O.
e Gewichtete Addition :

Cl-fl[k]—l-CQ-fg[/{:] = Cl'Fl(Z)+CQ'F2(Z)

Korrespondenz-Tabelle Esgilt| k > 0, und ganzzahlig a = reell oder komplex

Nr. Bildfunktion F'(z) Bildfunktion F(z~1) Zeitfunktion f(k-Ts) = f[k]
1 1 1 0[k]  ( Einheitsimpuls )
2 z—if # olk]  ( Einheitsprung )
3 EEo ! (=1)* - olk]
z+1 1+21

4 z z_ :

(Z _ 1)2 (1 _ 271)2 k U[k]

z(z+1) 21427 2
5 (Z _ 1)3 (1 _ 2_1)3 k J[k]

1 - T
6 zia 1—a. 21 aF olk] = (e Ts/ )k o k]
Z z k-ak 1.5k
! (z —a)? (1—a-271)? ¢ olk]
~1

s o sl (1= ab)olt] = [1 = (7574 - ol

22— 2(1+a)+a

1—2z'1+a)+az?

10

a-z-sing a-z"'sing
22—2-z-cosp+a® 1—2a-z tcosd+a’z"?
z(z —a - cos ) l1—a-z'coso
2 2

22 —2a-z-cos+ a’

1—2a-2'cosg+a’z
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7.3.2 Beispiele zur Anwendung des Dampfungssatzes von Seite 109

1.) Ausgangspunkt Einheitssprungfolge: Zur Bildfunktion Fq(z) = ﬁ

gehort nach  Seite 109 Nr. 1 im Zeitbereich die Folge f1[k] = o[k] mit den Werten
f1]0] = 1.0000; f1[1] = 1.0000; f;[2] = 1.0000; f;[3] = 1.0000; f;[4] = 1.0000; f;[5] = 1.0000; ...

Die Singularitéiten der Bildfunktion F;(z) sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst.

‘ Polstelle bei ‘ Nullstelle bei ‘ Aussage zur “Stabilitat“ der Bildfunktion ‘
‘ Zoo = 1 ‘ zg =0 ‘ Die Polstelle liegt auf dem Rand des EK = “grenzstabil“

Ersetzt man in der Bildfunktion ~F;(z) gemif Seite 109 z — £ findet man die neue Bildfunk-

z/a VA

= z/a—1 =z-a die nach Seite 109 Nr. 6

tion F;(z)

im Zeitbereich die exponentiell abklingende, “geddmpfte“ Folge

f1[k] = a¥ ergibt und fir a = 0.7 die folgenden Werte annimmt.

a
£1[0] = 1.0000; f;[1] = 0.7000; f;[2] = 0.4900; f;[3] = 0.3430; f;[4] = 0.2401; f;[5] = 0.1681; ...

Die folgende Tabelle zeigt die Singularititen der modifizierten Bildfunktion F (z).

‘ Polstelle bei ‘ Nullstelle bei ‘ Aussage zur “Stabilitéit* der Bildfunktion ‘
‘ Zoo —a=0.7 ‘ zg =20 ‘ Die Polstelle liegt im Inneren des EK = “stabil“

a-z-sin(P)
7z —2-a-z-cos(®)+a

2.) Ausgangspunkt ungedédmpfte Sinusfolge: Die Bildfunktion F(z) = =

ergibt beispielhaft mit den Kennwerten a=1; & =90° die Bildfunktion
z - sin(®) gz
7z —2.z-cos(®)+1 zZ+1

Nach Seite 109 Nr. 9 entspricht ihr im Zeitbereich die Folge fak] = sin(k - 90°) mit den Werten
£1[0] = 0.0000; f;[1] = 1.0000; f;[2] = 0.0000; f;[3] = —1.0000; f;[4] = 0.0000; f;[5] = 1.0000; ...

Fy(z) =

, die nun modifiziert werden soll.

Die Singularitéiten der Bildfunktion F5(z) sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst.

‘ Polstellen bei ‘ Nullstellen bei ‘ Aussage zur “Stabilitat“ der Bildfunktion ‘
Zoo1l = +] zg1 =0 Beide Polstellen liegen auf dem Rand des EK = “grenzstabil“
Zoo2 = —] Zgo — 00 Beide Polstellen liegen auf dem Rand des EK = “grenzstabil“

Ersetzt man in der Bildfunktion ~Fj(z) gemif Seite 109 z — £ findet man die neue Bildfunk-

tion E2(z) = (z/:)/za—{— 1= z2a—|;Z&12 , die nach  Seite 109 Nr. 9

im Zeitbereich die exponentiell abklingende, “geddampfte“ Sinusfolge

falk] = a¥ - sin(k - 90°) ergibt und fir a = 0.5 die folgenden Werte annimmt.

a
£2[0] = 0.0000; f3[1] = 0.5000; f5[2] = 0.0000; f5[3] = —0.1250; f5[4] = 0.0000; f2[5] = 0.03125; ...

Die folgende Tabelle zeigt die Singularititen der modifizierten Bildfunktion F. (z).

‘ Polstellen bei ‘ Nullstellen bei ‘ Aussage zur “Stabilitdt“ der Bildfunktion ‘

Zoo1 = +j0.5 Zo1 =20 Beide Polstellen liegen im Inneren des EK = “stabil®
Zoo2 = —j0.5 Zg2 —> 00 Beide Polstellen liegen im Inneren des EK = “stabil®
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8 Bilinear-Transformation, Realisierung von DIFFGL

In diesem Kapitel wird zunéichst der wichtigste Weg besprochen, um ausgehend von einer kontinuierli-
chen Ubertragungs-Funktion G(s) eine zeitdiskrete Ubertragungs-Funktion G(z) bzw. G(z™!) zu
ermitteln, bei der das Verhalten des kontinuierlichen System im Wesentlichen erhalten bleibt.

Danach werden einfache Realisierungen fiir die beiden Grundtypen von DIFFGL besprochen.

8.1 Berechnung zeitdiskreter U.-Fkt. mit der Bilinear-Transformation

Auf Seite 106 wurde als 1. Beispiel zuniichst die DIFFGL und dann auch die Ubertragungs-Funktion
eines Integrators aufgestellt, der nach der Trapezregel eine Naherung des Integrals iiber eine zeitdiskrete
Wertefolge ermittelt. Als Ergebnis wurden die folgenden Funktionen gefunden.

_ Az~ ! T -1 Az T
G(z 1) = _Ei((z_l)) = TS . 7} i_;—l oder auch G(z) = _((z)) = TS . —; i’%

Vergleicht man diese Ubertragungs-Funktionen des zeitdiskreten ( Trapez- ) Integrators mit der Ubertragungs-

=

Funktion eines idealen zeitkontinuierlichen Integrators

A(s) 1

G(s) = E(s) S

lidsst sich die wichtige Beziehung zwischen der ( fiir die kontinuierliche Betrachtung mafgeblichen )
s-Ebene und der ( fiir die zeitdiskrete Betrachtung wichtigen ) z-Ebene ermitteln

2 1—-z' 2 z-1

1
3 und daraus s — Ts 1—|—z71 = Tg z+1

=

Ts 1+z ' _ Tsg z+1
2 1,1 2 ‘z—1

die wegen ihrer Bauform BILINEAR-TRANSFORMATION genannt oder auch als TUSTIN-GLEICHUNG
bezeichnet wird. Vertiefen Sie ihr Versténdnis mit dem Programm | BILINEAR

Ersetzt man in einer zeitkontinuierlichen Ubertragungs-Funktion G(s) vom Grad n die komplexe
Frequenzvariable s an jeder Stelle durch den oben stehenden Ausdruck, erhilt man eine zeitdiskrete
Ubertragungs-Funktion G(z) oder G(z™') die ebenfalls vom Grad n ist.

Diese Transformation bewirkt einige Besonderheiten, die im Folgenden erldutert werden.

Wertet man den Frequenzgang des exakten kontinuierlichen Integrators fir s =jw = j 27f und den
des angeniiherten zeitdiskreten Integrators fiir S =j@w = j 2nf aus, erfasst man jeweils den einge-
schwungenen Zustand. Die Frequenz fiir das zeitdiskrete System wird zur Unterscheidung mit einer Tilde
versehen. Man erhilt ausgehend von der zeitkontinuierlichen Funktion

mit 7= el@Ts = eI 27fTs — gi2nf/fs — gj2mx ;X = F/fs fiir die zeitdiskrete Funktion

el 2™ _q 2 ™ _egdmx 2 '2.j.sin(nx) j 2fs - tan(nx)

Q(z:ei%"):%.&:&,ej’”‘%—e‘j’”‘ Ts 2-cos(mx) 1

Stiirzt man die beiden Ergebnisse fir =G und ersetzt im letzten Ausdruck x = f/ fs findet man
eine Gleichung, die die nichtlineare Verzerrung der Frequenzachse durch die Bilinear-Transformation be-
schreibt.

. . f & _ f f p: f,
j2rf =j2fs- tan(wE) = f(f) =3 tan(w%) ; f(f) =3 -arctan(w%)

ACHTUNG: Alle Frequenz-Umrechnungen miissen im BOGENMASS ausgefiihrt werden !!

Die Transformation bewirkt, dass ein bestimmtes Verhalten ( z.B. Verstirkung, Winkel ), das im konti-
nuierlichen Fall bei der Frequenz f auftritt, im zeitdiskreten Fall bei der Frequenz f auftritt.

Wohin werden die beiden ( kontinuierlichen ) Frequenzen f =0 und f — oo transformiert?
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Die beiden Bilder zeigen die Verstirkungen eines Cauer-Tiefpassfilters vom Grad n=6, das mit der
Bilinear-Transformation fiir verschiedene Abtastfrequenzen in zeitdiskrete Anordnungen transformiert

wurde.

Beachten Sie besonders die unterschiedlichen Breiten der Durchlass- und Sperrbereiche.

Die Bilder wurden mit dem Programm BILINEAR | erstellt.

BEISPIEL ZUM ENTWURF EINER ZEITDISKRETEN TIEFPASS-SCHALTUNG MIT DER BILINEAR-TRANSF ORMATION
Mormiertes kontinuierliches Referenzfilter v  Transformiertes zeitdiskretes Filter
Cauer-TP-Filter vam Grad n=68
Grenze des Durchlassbereiches fngy = 1.000
Durchlasshersich: 0.800 < w4 < 1.000

1.000E+003 5.000E+H003

Grenze des Sperrbereiches fng = 1.280

Sperrbereich: 0.001 < v < 0.000

1 Durchlassgrenzerf-d {Hz ={1.00000E+003
2. Aptastfrequenz fg /Hz = | 1.00000E+004

Dazu : Entnormierung des Referenzfilters mit
der Bezugsfrequenz f, /Hz = 1.03425E+003 : : RS R

Sperr-
bereich

v } V4 YS u} v

Durchlasshereich
fn = 0.000...1.000

1 >> 1.034E+003 »> ¢
R . --- »» 1.333E+003 >

. Sperrbereich

\fn > 1.2089 |
,,,,,,,,, e SR
henoes e RACTTERREN AN 3 B TECTEREE R A
e T — 4 T
fn = £/fy, f/Hz Hichtlineare ¢leichung zur
Normicrtes kontinuwierliches Filter Entnormiertes kontinuierliches Filter Umrechnung der Freguenzen:
[ Durchlassgrenzfrequenz wvorverzerrt | fif) = fg / pi - arctan[ pi-f/f =1

BEISFIEL ZUM ENTWURF EINER ZETDISKRETEN TIEFPASS-SCHALTUNG MIT DER BILINEAR-TRANSFORMATICN
Normiertes kontinuierliches Referenzfilter
Cauer-TP-Filter varmn Grad n=6
Grenze des Durchlasshereiches fng = 1.000
Durchlassbereich: 0.800 < wg < 1.000

v Transformiertes =zeitdiskretes Filter

1.000E+003 1.500E+003
1.098E+003

I [....

Grenze des Sperrbereiches fno = 1.280

|
Sperrhereich: 0.001 < wg < 0.000 H . e |_
' |
|
|

1. Durchlassgrenze?d /Hz =| 1.00000E+003
2. Aptastfrequenz fg /Hz = | 3.00000E+003

Sperr-
hereich

Durch- i\
lass- ‘\

. . hereich
Dazu: Entnormierung des Referenzfilters mit

der Bezugsfrequenz f /Hz = 1.65308E+003 : : R

v % V4 YS ul v

Dpurchlasshereich f/He

fn = 0.000...1.000

p— S 1 > 1.654E+003 >5 b
H H —
hed e - x» 2.13ZEHI03 >
: : Sperrbereick

Vfn > 1.289

fn = f£/fy, f/Hz Nichtlineare ¢leichung zur
Entnormiertes kontinuierliches Filter Uwrechnung der Frequenzen:

Wormiertes kontinuierliches Pilter [ Durchlassgrenzfrequenz worverzerrt | fify = f5 / pi + arctan[ pi-f/f =1
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Das Bild zeigt die Eigenschaften der Bilinear-Transformation, mit der die s-Ebene in die z-Ebene abge-
bildet wird. Beachten Sie besonders, wo die linke s-Halbebene und die Punkte s =0 sowie s — 00

in der z-Ebene zu liegen kommen.

BILINEAR_TRAFEI © 2007 EUGENMULLER FHMUNCHEN FAKULTAT 04 EI YERSION03.04 STAND 21.01.07 @I = DILI
i der Ubertragungs- Funkkion Gis)

Programm  Inverbieren  Aufgabe, Herleitung der Gleichung Frequenz-Umrechnung Abbildungs-Eigenschaften Anwendungs-Eeispiel Umres

BETRACHTUNG DER. BILINEAR - TRANSFORMATION ALS EINE KONFORME ABEILDUNG DER s5-EBENE INDIE z- EBENE

Ausschnitt der s- Ebene fir zeitkontinuierliche Systeme Ausschnitt der 7- Ebene fiir zeitdiskrete Systeme
s=sigma+] omega =2-fo{z- 11/ (z+1) Z=u+ v =(2f +5)/{2 f-5)
| omega v
N
]
sigma =4 +1 u

Gleichungen zur Umrechnung

4f2-sigma®- omega ®

(2f5-sigma ) ®+ omega®

4f - omega

{2f5-sigma ) ® + omega

Anwendung der Bilinear-Transformation auf Ubertragungs-Funktionen G(s) vom Grad 1 und 2.

Ersetzt man in den Ubertragungs-Funktionen Gq(s), Go(s) s wie folgt | s = Tls TreT |

erhilt man die zeitdiskreten Ubertragungs-Funktionen Gy(z~ 1), Go(z~1) . Diese sind hier so umge-
formt, dass sie direkt mit der spéiter zu behandelnden ITR-Struktur realisiert werden kénnen.

_ d() +d1$

~1y_ bg+byz "
Aus | G4(s) = Co F 15 G,(z™ 1) = Do + b3z —

erhilt man die Funktion | G —
1+ alz

mit den Koeffizienten

bg = [doTS + 2d1]/K1 ; Ki =¢c9Ts + 2¢q
b1 =[doTs —2d:]/K; ; a; =[coTs —2¢c1] /Ky

2 -1 -2
(s) = do +d;s +dps erhilt man die Funktion | Go(z™1) = bo + b1z _ + byz

A G
w2 co +cis+ C252 1+ alz_1 + azz_2

mit den Koeffizienten

bg = [dng + 2d;:Tg + 4d ] /K2 ; Ks = C()Tg + 2¢1Tg + 4co
— 2 .
. mdofs Sda] 16z ay = [2¢T§ — 8¢z | /Ky
bz = [doTs — 2d1'Ts + 4da ]/ Kz ; ag = [coT3 — 2¢1Ts + 4ca ] / Ko
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8.2 Realisierung zeitdiskreter Systeme
Zur technischen Realisierung von DIFFGL werden nur die drei verschiedene Elemente benétigt, um die
erforderlichen Signaloperationen durchzufiihren:

e Addierer zur Addition / Subtraktion vorzeichenbehafteter ( reeller ) Zahlen.

e Multiplizierer zum Multiplizieren der Signalwerte, die als ( reelle ) Zahlen dargestellt sind.

® Verzigerungselemente zum Speichern der Signalwerte der Vergangenheit.

Gewohnlich werden Addierer und Multiplizierer im Zeitmultiplex mehrfach genutzt und die Indexunter-
schiede zum Beriicksichtigen der Verzégerungen nicht durch Schieberegister sondern durch eine geschickte
Adressierung unter Verwendung von RAM-Speicherzellen erreicht.

Besonders effektiv arbeiten digitale Signalprozessoren. Das sind Spezialrechner mit Fest- oder Gleitkom-
maarithmetik, deren Aufbau fiir das schnelle Abarbeiten von DIFFGL, d.h. fiir das schnelle Multiplizieren
und Addieren von Zahlen ( Taktfrequenzen bis in den GHz-Bereich ) optimiert ist.

Die zur Erzielung von frequenzabhiingigen Ubertragungs-Funktionen erforderlichen frequenzabhiingigen
Phasenverschiebungen werden durch die Verzoégerungselemente hervorgerufen ( Siehe Seite 95 ).

8.2.1 Realisierung ohne Signalriickkopplungen: Transversal- oder FIR-Struktur
Wird bei einer DIFFGL das Ausgangssignal y[k| in der folgenden Form

yv[k] = bg - x[k] + by - x[k — 1] + by - x[k — 2] + b3 - x[k — 3].

aus einer gewichteten Summe verzogerter Signalwerte  x[k] —am Eingang gebildet, findet man fiir die
zugehorige Ubertragungs-Funktion (z.B. vom Grad n =3) die beiden Darstellungen

G(z ') =

3 2 1
=bg + blz*I + b2Z72 + b3Z73 ; Q(Z) = % = boz” + blzzg_ byz” + bs

[Pl

die zur Realisierung [ G(z71) | bzw. zur Ermittlung der Singularititen [ G(z) | benotigt werden.

Beim Grad n besitzt g(z) in der z-Ebene n Nullstellen und einen n-fachen Pol bei z = 0.

Der Frequenzgang (d.h. das Filterverhalten) kann nur durch die Lage der Nullstellen beeinflusst werden!

Nur in diesem Fall ist eine Realisierung ohne Signalriickkopplungen moglich,

die TRANSVERSAL-STRUKTUR oder FIR-STRUKTUR genannt wird.

x[K] x[k — 1] x[k — 2] x[k — 3]

Die englische Bezeichnung F(inite) I(mpulse) R(esponse) leitet sich von der Impulsantwort dieser
Struktur ab, die entsprechend der Lange der Verzogerungskette zeitlich begrenzt ist.

FIR-Anordnungen sind kausal, immer stabil ( alle Pole bei z=0 ) und besitzen eine kleine Empfindlichkeit
der komplexen Verstirkung gegeniiber Anderungen der Koeffizienten bj . Sie falten das Eingangssignal
x[k] mit ihrer Einheits-Impulsantwort g[k] ( Siehe Seite 125 ).

FIR-Anordnungen werden z.B. auch als ’Echokompensatoren’ (mit adaptiver Einstellung der Koeffizien-
ten fiir Dateniibertragung, zur Reduktion von Fahrgerduschen in Autos, ... ) eingesetzt.

Zu FIR-Anordnungen gibt es bei den zeitkontinuierlichen Systemen keine Entsprechung.
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Es ist moglich, kausale FIR-Filter zu entwerfen, deren Phasenwinkelverlauf mit wachsender Frequenz
linear abnimmt. Daraus folgt eine konstante Gruppenlaufzeit Tgr(w) = —dﬁ—gjj), die bei vielen tech-

nischen Anwendungen erwiinscht aber bei kontiniuerlichen Filtern nicht exakt erreichbar ist.

Diese Eigenschaft ergibt sich durch eine der folgenden vier Symmetrien bei der Festlegung der Koeffizi-
enten der DIFFGL die ja den Werten g[k| der EIA des FIR-Filters gleich sind.

In den folgenden Beispielen werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit kleine Werte von n verwendet,
auch wenn in der Praxis n durchaus den Wert 128 oder (viel) grofiler annimmt.

Vertiefen Sie Thr Versténdnis mit den Programmen FIR und IMPULSE

Fall 1: Gerade Symmetrie

Beriicksichtigt man eine Zeit-

verschiebung bis zur Mitte der MPULSFOLGE: K] = Summe f i detalkl) = _erl] + f_urelk]
‘:,
EIA ( bei k=5 ), liegt eine

Achsensymmetrie vor und man

=10
SPEKTRALDICHTE:  Flw) = S‘umme {f [i]-expl-j-i-2 pi-ffs)} = Re{Fiw)} + j-Irn{F (s}

=10 = =10
Re{F(w)}= Sulmme {f [} cos(i-2 pi-fHs)} ; Im{Fiw)} = Sut‘“nme {-f [i]-sin(i-2- pi-fffs)}
=10 =10

kann zu dem Impuls bei k=5 die

I
. RelF =25 f 2-pi-ff:
anderen Impulse paarweise APl = 2 Summe f _ver{Feosi 2prie))

(k=1,k=9; k=2, k=8;

k=3, k=7; k=4 ,k=6) ! el X RefF(wl} Win/ax = + 4.7500E+000 F@l  Max = 4.7500E+000

=2
Im{F fwd} = - 2-Summe {f _ung[i] sinfi 2 pi- )}
i=1

zu jeweils einer reellen Cosinus-

funktion zusammenzufassen.

Das hat zur Folge, dass sol-
che Filter tiefe Frequenzen

iibertragen und bei geeigneter
. .. .. Im{F e} Min/ax = + 3 BE01E+000 PhilF (e} -180°..+180°
Dimensionierung TP realisieren \

konnen.

Die Steigung des Phasenwin-

kelverlaufes ergibt sich aus der

Zeitverschiebung bis zur Mitte
der EIA.

=1

IMPULSFOLGE:  f[k]= Summe {f [i] deltalk-i]} = f _ger[k] + f_unglk]
=10

Fall 2: Gerade Symmetrie

=10
SPEKTRALDICHTE:  F(w) = Summe {f[i] exp(-j i 2-pi i)} = Re{F(w)] + - Im{Fiw)}
=10
=10 =10
Re{Flw)} = Su‘mme {f [i]-cos(-2-pi-tfs)} IrafF (wi)} = Surlﬂme {-F [i] sin(i- 2 pi-ffa))
i=10 =10

Beriicksichtigt man eine Zeitver-
schiebung bis zur Mitte der EIA
( bei k=4.5 ) liegt eine Achsen-

(]
. . Re{F(w)} = 2-Summe {f _ger[i]- cos(i-2-pi-#fs)}
symmetrie vor und man kann die =

=5
Im{Fiwl}=- 2-SL:mme {f _ungli]- sin(i-2- pi-ffs)}
=1

Impulse paarweise
(k=1,%k=8; k=2, k=T,
k=3, k=6; k=4 ,6k=5)

zu jeweils einer reellen Cosinus-

Re{F(W)}  MinMviax = + 4. 0000E+000 IF (el Max = 4.0000E-+000

funktion zusammenzufassen.

Das hat zur Folge, dass sol-

che Filter tiefe Frequenzen iiber-

tragen aber hohe sperren und so-
mit fiir TP geeignet sind.

Die Steigung des Phasenwinkel-
verlaufes ergibt sich aus der Zeit-

verschiebung bis zur Mitte der
EIA.
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Fall 3: Ungerade Symmetrie

Beriicksichtigt man eine Zeitver-
schiebung bis zur Mitte der EIA
( bei k=4 ), liegt eine Punktsym-
metrie vor und man kann die Im-
pulse paarweise
(k=1, k=T7;

k=3 , k=5 )

ner imaginédren Sinusfunktion zu-

k=2 , k=6;

zu jeweils ei-

sammenzufassen.

Das hat zur Folge, dass solche
Filter tiefe und hohe Frequenzen
sperren und deshalb fiir BP ge-
eignet sind.

Die Steigung des Phasenwinkel-
verlaufes ergibt sich aus der Zeit-
verschiebung bis zur Mitte der
EIA.

Fall 4: Ungerade Symmetrie

Beriicksichtigt man eine Zeitver-
schiebung bis zur Mitte der EIA
( bei k=4.5 ) liegt eine Punkt-
symmetrie vor und man kann die
Impulse paarweise

(k=1,k=8; k=2, k=T;
k=3, k=6; k=4,6k=5)

zu jeweils einer imagindren Si-

nusfunktion zusammenzufassen.

Das hat zur Folge, dass solche
Filter tiefe Frequenzen sperren
und deshalb bei entsprechender
Dimensionierung fiir HP oder BP
geeignet sind.

Die Steigung des Phasenwinkel-
verlaufes ergibt sich aus der Zeit-
verschiebung bis zur Mitte der
EIA.

Mit den oben angegebenen Uberlegungen lassen sich die Spektraldichtefunktionen

1k

f_ger [k]

betrachteten Beispiele relativ einfach angegeben:

IMPULSFOLGE:  f[k] = Summe {f [i]-detta[k-i]} = f _ger(k] + f _ung[k]
i=-10
i=10
SPEKTRALDICHTE:  Ffw) = Surnrme {f [i]-expi-j-i-2-pi-ffs)} = Re{Fiw)} + j-Im{F ()}
i=10

RelF(w)}= Sur:]me {f[i] cos(i 2 piffs)); Im{F{w)} = Sur;me {-f[i]-sin(i-2-pi-ffs)}
=10 i=10
i=7
Rel{F(w)} = 2-Summe {f _ger[i] cos(i- 2-pi-fis)}
i=1

=7
IrnfF ()} = - Z-Su‘mme {f _ung[i] sin(i-2-pi-#fs)}
1

Re{Fiwl]  Min/May = + 2 0529E+000 [Fwil

Mayx = 2 SEEBE+H100

IdF (W]} MindMax = + 2.6607E+000 PhifF i)} -180°...+180°

IMPULSFOLGE: £ [k] = Summe {f [il-delta[k-il1= f _ger[k] + f unglk]
i=-10

i=10

SPEKTRALDICHTE: Ffw) = Summe {f [i]-exp(-j-i-2-pi-ffs)} = Re{Fiw)} + j-Im{F {w)}
i=10

10

=10
Rel{F(w)} = Summe {f [i]-cos(i 2 piffs)) ; Irn{Fiw)} = Sut‘“nme {-f[i]-sin(i-2-pi-fifs)}
=10 i=10

i=5
RelF(w)} = 2 Summe [f _ger(i] cos(i 2-pi i)}
i=1

=3
I ()} = - 2-Su‘mme {f _ung(i] sin(i-2-pi-#s)}
i=1

RelF(w]] MinfMax = + 2 464454000 [l Mlax = 3.0242E+000

Minfax = + 3.0088E+000

fiir die vier

G(jw)

1. Die Exponentialfunktion beschreibt die Zeitverschiebung bis zur Mitte der EIA (durch sie wird der

frequenzabhéngige Phasenwinkel hervorgerufen) und

2. die Ausdriicke in den eckigen Klammern erfassen die Wirkungen aller Impulse (die in ihrer Summe

den Betragsverlauf bestimmen).
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8.2.2 Realisierung mit Signalriickkopplungen: Rekursiv- oder ITR-Struktur

Liegt eine DIFFGL vor, bei der das aktuelle Ausgangssignal ~ y[k] aus einer gewichteten Summe der
verzogerten Werte des Eingangs- und des Ausgangssignals gebildet wird, lautet die Normalform

yk] +a1-yk—1]+az -yk —2] =bg-x[k] + by -x[k — 1] + bs - x[k — 2] .

Die Ubertragungs-Funktion ( im gewihlten Beispiel ist sie vom Grad n = ... ) lautet dann
-1 —2 2
g(zfl):%:boﬁ—blz +boz , Q(Z):%: boz“+b1z+ by _
& +31Z_1+32Z_2 £ -z2+alz+a2

Die erste Form wird fiir die Realisierung bendttigt, da hier die Verzoégerungsoperatoren enthalten sind.
Aus der zweiten Form kann die Lage der Polstellen (sie bestimmen, ob das riickgekoppelte, zeitdiskrete
System stabiles Verhalten besitzt) und Nullstellen in der z-Ebene berechnet werden.

Hier beeinflussen die Pol- und Nullstellen den Frequenzgang (d.h. das Filterverhalten) !

Auch wenn es theoretisch moglich wére, Blocke mit Funktionen hsherer Ordnung ( n > 2 ) zu bilden,
nimmt man in der Praxis immer eine Aufteilung in Teilfunktionen vom Grad n = 2 vor.
Bei ungerader Gesamtordnung kommt noch eine Teilfunktion vom Grad n = 1 hinzu.

Um in der Praxis auch bei Funktionen hoherer Ordnung bestmégliche Eigenschaften zu erhalten, gilt es
bei der Realisierung die vorhandenen folgenden Freiheitsgrade gezielt zu nutzen.

1. Geschickte Zusammenfassung von Pol- und Nullstellen zu Teilfunktionen vom Grad 1 oder 2.

2. Auswahl der Reihenfolge und Festlegung der Konstanten der Teilschaltungen vornehmen.

3. Geeignete Skalierung aller Signale zur Optimierung des Dynamikbereiches durchfiihren.

Diese Notwendigkeit hingt mit den (sehr) grofien Empfindlichkeiten der komplexen Verstirkung ge-
geniiber Anderungen der Nenner-Koeffizienten zusammen. Das bedeutet, dass bereits (sehr) kleine Ande-
rungen dieser Koeffizienten grofie Auswirkungen auf Betrag und Winkel haben kénnen.

Aus der Vielzahl moglicher Realisierungen solcher Ubertragungs-Funktionen vom Grad n = 2 wurde fiir
diese Vorlesung eine ausgewihlt. Sie ist kanonisch, d.h. sie benotigt nur die dem Grad der Funktion
entsprechende Anzahl von Verzogerungen und wird als DIREKTSTRUKTUR II bezeichnet.

Bei Funktionen vom Grad n = 1 entfillt die untere Verzégerung und dort gilt bg = ag = 0.

b
x[k L ’ ylk
© @ ) D °

—a

@

K
X
- Ik
X

X

WICHTIG: G(Zfl) muss bei dieser Realisierung die oben angegebene Form haben!

Hier steht die englische Abkiirzung I(nfinite) I(mpulse) R(esponse) fiir eine Impulsantwort, die wegen der
Riickkopplung(en) zeitlich nicht begrenzt ist.

ITR- Anordnungen kénnen wegen der Riickkopplungen ( Rekursionen ) instabiles Verhalten besitzen.
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Beriicksichtigt man, dass fiir die Darstellung der Koeffizienten immer nur eine begrenzte Stellenzahl (z.B.
8, 16 oder 32 Bit) zur Verfiigung steht, ist leicht einzusehen, dass die Polstellen nicht an jedem beliebigen
Ort der z-Ebene platziert werden kénnen. Das folgende Bild zeigt die moglichen Pollagen im Inneren des
Einheitskreises, wenn die Koeffizienten (nur zur besseren Darstellung im Bild relativ grob) mit 5 Bit und

Vorzeichen quantisiert werden [ Programm | IIR |].
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8.3 Besonderheiten bei der Realisierung zeitdiskreter Systeme

Durch praktische Gegebenheiten entstehen Einfliisse auf das Verhalten eines zeitdiskreten Systems, die
zu linearen und auch zu nichtlinearen Abweichungen vom gewiinschten Verhalten fithren kénnen. Fiir
einen sinnvollen Betrieb eines zeitdiskreten Systems innnerhalb einer analogen Umgebung sind eine Reihe
von zusétzlichen Schaltungen erforderlich.

8.3.1 Unerwiinschte lineare Effekte

Solche Effekte konnen oft durch zusétzliche, lineare Anordnungen oder Anderungen bei der Dimensionie-
rung abgeschwicht bzw. sogar beseitigt werden.

e Sample and Hold (siehe die Seiten 93 und 94) fiihrt zu einem Betragsfrequenzgang, der zu hohen

Frequenzen hin gemi Ggp(jw) = Ts - Si(wg‘s) absinkt und bei w = wg erstmalig den
Wert Null annimmt.

Abhilfe: Betragsentzerrer vorsehen (Verstirkung ~ 1/|Ggp(jw)| im Frequenzbereich

0 <w < 0.5 ws ): Analoge Zusatzschaltung oder digitale Implementierung im Block DSP

e Quantisierung der Koeffizienten der Ubertragungs-Funktion mit einer vorgegebenen Wortlinge:
Pole und Nullstellen verschieben sich dadurch, der Frequenzgang &ndert sich und u.U. tritt insta-
biles Verhalten auf.

Abhilfe: Koeffizienten genauer darstellen, wenn nétig Gleitkommadarstellung verwenden.

® Der Transfer und die Verarbeitung der Signale benétigt (abweichend von unserer idealisierten
Betrachtung) eine gewisse Zeit, weshalb die (Zwischen-) Ergebnisse nicht sofort sondern immer
erst mit einer gewissen Verzogerung zur Verfiigung stehen.
Abhilfe: Taktfrequenzen fiir die Verarbeitung und/oder fiir die Abtastung erhhen.
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8.3.2 Unerwiinschte nichtlineare Effekte

Bedingt durch die Riickkopplung(en) bei ITR-Systemen sowie durch die in der Praxis immer begrenzte
Stellenzahl auch bei der Ausfiihrung arithmetischer Operationen kénnen durch Uberliufe, Rundungsfehler
und fiir gewisse Anfangswerte Grenzzyklen oder auch Uberlaufschwingungen auftreten. Dann folgt das

Ausgangssignal nicht mehr der DIFFGL sondern bleibt auf einem Wert (#0) stehen oder pendelt um
diesen.

e Quantisierung bei A/D-Wandlung ergibt Verzerrungen und damit ein Quantisierungsgeriusch.
Abhilfe: A/D-Wandler mit hoherer Genauigkeit verwenden

e Uberliiufe bei den Rechenoperationen MULT und ADD kénnen bei ITR-Strukturen zu sogenannten
Uberlaufgrenzzyklen (Schwingungen) mit grofien Amplituden fithren, wenn die Zahlen im 2er-
Komplement dargestellt sind.

Abhilfe: Uberldufe durch Skalierung verhindern oder durch Begrenzungskennlinie ’entschirfen’,
Verhalten bleibt auch dann nichtlinear; alternativ mit Betrag und Vorzeichen arbeiten

e Rundungsfehler nach MULT und ADD kénnen bei nicht ausreichender Stellenzahl in IIR-Strukturen
zu Grenzzyklen mit kleinen Amplituden fiihren.
Abhilfe: Stellenzahl erhdhen, ggf. Gleikommarechnung verwenden

e Ubersteuerung (besonders gefihrlich bei mehrstufigen Filtern, dort auch im Inneren moglich!)
bewirkt (auch bei Verwendung einer Begrenzungskennlinie) nichtlineare Verzerrungen.
Abhilfe: Gewissenhafte Skalierung aller Signale

® Durch nichtideale Filter zur Bandbegrenzung und Rekonstruktion verbleiben spektrale Reste bei
den Aliasfrequenzen.
Abhilfe: Filter mit hoheren Sperrdimpfungen verwenden

8.3.3 Benoitigte Zusatzschaltungen in technischen zeitdiskreten Systemen

Wie auf Seite 93 dargestellt besteht ein System zur digitalen Signalverarbeitung neben dem DSP-Block
aus einer Vielzahl weiterer Schaltungen, die unterschiedliche Aufgaben zu erfiillen haben.

e Das Vorfilter (Antialiasing Filter) zur Bandbegrenzung ist meist analog als Tiefpass (selten als

Bandpass) in (aktiver) RC-Technik ausgefiithrt und meist von niedrigem Grad. Bei hohergradi-
gen Filtern (Grad n>2) verwendet man die Kettenschaltung entkoppelter Teilfilter vom Grad eins
(nur bei ungeradem Filtergrad) und zwei. Das Filter bewirkt eine Absenkung der Pegel bei hohen
Frequenzen und ndhert eine Bandbegrenzung des Eingangssignals an. Es ist individuell zu di-
mensionieren, da die Vorgaben von Fall zu Fall stark variieren konnen. Eine hohe Abtastfrequenz
(’Oversampling’) kann die Forderung an dieses Filter entschérfen.

e Abtastschalter und Sample and Hold sind in grofer Zahl als integrierte Bausteine verfiigbar.

® A/D- und D/A-Wandler gibt es mit 8 - 24 Bit Auflgsung fiir Abtastfrequenzen im Bereich von 20
kHz - 100 MHz als integrierte Bausteine.

o Meist ist es notig, Verzerrungen des Betragsfrequenzganges (z.B. durch das Sample and Hold) durch
einen geeigneten Betragsentzerrer zu kompensieren. Er kann digital im Block DSP implementiert
oder auch als analoge Zusatzschaltung realisiert werden.

® Bei Verzerrungen der Gruppenlaufzeit im Nutzband durch alle Filter und Betragsentzerrer (Im-
pulsverformungen!) setzt man als Gruppenlaufzeitentzerrer (bevorzugt digitale und dann im DSP

implementierte) Allpass-Schaltungen ein, die zwar den Phasenwinkelverlauf (w) (und damit
den Verlauf der Gruppenlaufzeit —74(w) = —dp(w)/dw) in der gewiinschten Weise beeinflussen,

ohne den Betragsverlauf zu verdndern.

e Das Nachfilter ist iiblicherweise als analoger Tiefpass in (aktiver) RC-Technik ausgefiihrt und meist
von niedrigem Grad. Es beseitigt die Spriinge im treppenférmigen Ausgangssignal des Sample and
Hold und reduziert die hoherfrequenten Anteile im Ausgangssignal.

Auch dieses Filter ist passend zu den aktuellen Anforderungen individuell zu dimensionieren.

Auf die zur Stromversorgung und zur Taktversorgung erforderlichen Schaltungen und auf die Problematik
durch die enge rdumliche Nachbarschaft empfindlicher analoger und schneller digitaler Bausteine kann
hier nicht eingegangen werden.
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9 Berechnung des Zeitverhaltens zeitdiskreter Systeme

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Wege zur Berechnung der Folge y[k] am Ausgang eines
zeitdiskreten Systems dargestellt. Es werden dabei die Einheits-Impulsantwort (EIA, g[k]), die Einheits-
Sprungantwort (ESA, h[k]) und auch die Reaktionen auf allgemeine Signale betrachtet.

9.1 Berechnungen unter Verwendung der gebrochen rationalen Bildfunktion

Im Folgenden werden zwei Methoden dargestellt, bei denen die Bildfunktion Y(z7') = X(z71)- G(z 1)
oder Y(z) =X(z) G(z) ausgewertet wird. Diesen Vorgang nennt man inverse z-Transformation.

Y(z)
X(z 1)

ten Systems bekannt, kann diese Beziehung nach dem Ausgangssignal aufgelost werden. Man erkennt,

Y(z)

Ist die Ubertragungs-Funktion G(z™1) = oder auch G(z) = ﬁ eines zeitdiskre-

dass sich auch hier ( wie bei kontinuierlichen Systemen ) das Ausgangssignal im Bildbereich aus dem
Produkt der Bildfunktion des Eingangssignals und der Ubertragungs-Funktion berechnen lisst.

Dieses Vorgehen ist besonders zu empfehlen, wenn die Bildfunktion des Eingangssignals in der Korrespondenz-
Tabelle auf Seite 109 direkt enthalten ist, oder aus Eintragen der Tabelle zusammengesetzt werden kann.

X(z) G(z) Y(z) = X(2) - G(2)

o— 0

X(z™1) G(z™) Y(z ) =X(z1) Gz )

9.1.1 Einheits-Impuls und Einheits-Sprung im Bildbereich der z-Transformation

Diese beiden wichtigen Testsignale fiir zeitdiskrete Systeme sind in der Tabelle auf Seite 109 unter den
Nummern 1 bzw. 2 enthalten. Die zugehorigen Bildfunktionen sind vom Grad 0 bzw. 1.

Bei Impulsen, die Fldchen ungleich 1 umschlieSen oder bei Spriingen mit Hohen ungleich 1 miissen die
Bildfunktionen durch entsprechende Konstanten modifiziert werden.

Bei Eingangssignalen mit Einheiten ( z.B. 5 Vsec; 10 V ) miissen die Konstanten mit den zutreffenden
Einheiten versehen werden.

9.1.2 Einheits-Impulsantwort (EIA, g[k]), Einheits-Sprungantwort (ESA, h[k])

Wird ein zeitdiskretes System an seinem Eingang mit einem Einheits-Impuls ( siehe dazu auch Seite 96
) erregt, antwortet es am Ausgang mit einem charakteristischen Signal, das als ETA
( oder auch als Gewichtsfunktion g[k] ) bezeichnet wird.

Wegen der besonders einfachen Bildfunktion des Einheits-Impulses X(z) = X(z7!) =1 ist die

Ubertragungs-Funktion zugleich immer auch die Bildfunktion der EIA:

<

(z) = X(2) - G(z) = 1- G(2) = EIA(z) = G(2)
(zH)=X(z) G(z!)=1-G(z ') =EIA(z"!) = G(z})

<

Aus der Zeitfunktion der EIA ( g[k] = EIA[k] ) kann ermittelt werden,

® ob das betrachtete System kausal ist oder nicht:
Kausale Systeme antworten auf einen Einheitsimpuls zur Zeit t=0 ( d[k] )
mit einer EIA g[k], fiir die gilt : g[k] =0 fir k <O.
Dies bedeutet, dass am Ausgang keine Signalreaktion auftreten kann, bevor am Eingang die Er-
regung wirkt. Praktisch kann man nur solche Systeme realisieren, die nicht schon im Voraus auf
zukiinftige Signale reagieren.
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® ob sich das betrachtete System stabil verhilt oder nicht (siehe auch Seite 104):

Notwendige Bedingung: Notwendige und hinreichende Bedingung:
[ee)
lim gk =0 (1) > lelkl<oo  (2)
—00 k=0

Erregt man ein zeitdiskretes System mit einem Einheits-Sprung (siehe dazu auch Seite 97 Nr. 5), entsteht
am Ausgang die ESA h[k], an der man alle wichtigen System-Eigenschaften ( Uberschwingen, Abkling-
verhalten, stationérer Endwert, ..... ) ablesen kann. Deshalb verwendet man bevorzugt eine Sprungfolge
als Testsignal fiir das dynamische Verhalten zeitdiskreter Systeme.

9.1.3 Polynomdivision der Bildfunktion

Ein besonders einfacher Weg zur Ermittlung der Ausgangsfolge ist die Polynomdivision der Bildfunktion.
Man erhélt hier die einzelnen Werte der Folge, muss aber alle Werte bis zu dem interessierenden Zeit-
punkt berechnen.

8z !

Beispiel: Gegeben ist die normierte Bildfunktion X(Z_l) =7 32 11272
e — 3z z

8z~ 1 4+ 0272 + 0273 . 1-3z142:2 = 271 — 272 — 23—
271 272 273 — 24— 275 —+
21 272 273

272 273 24
272 273 24
273 24 275
273 24 27"
274 270 26
24 275 26
55 56 57
275 26 27

Die oben berechneten Ergebnisse lassen sich nun als zeitlich verschobene Impulse deuten, die am Ausgang
auftreten und deren Intensitét durch den jeweiligen Zahlenwert bestimmt ist.

Fiir die Werte der Ausgangsfolge erhélt man deshalb:
y[0] = , y[1] = , y[2] = , y[3] = , yl4] = , y[5] =
Nur in einfachen Féllen gelingt es, das Bildungsgesetz von y[k| direkt aus den Werten ermitteln.

Hilfreich kann dabei eine Tabelle sein, in der die Werte der Folge y[k] und deren Differenzen
A =ylk+1] —y[k] -eingetragen werden.

Das Bildungsgesetz der berechneten Folge lautet | y[k] = (2K*3 —8).o[k] = 8- (2K —1) - o[k])

Zu dem gleichen Ergebnis kommt man natiirlich auch, wenn man von der gleichwertigen Bildfunktion

X(Z):zz—%izzm ausgeht: 8z : 22 —37+2 — 82 1 +2472° 24562 3+ ..

Eine schnelle und sichere Aussage iiber die Kausalitit eines Systems erhilt man, wenn die Polynomdivi-

sion der Ubertragungs-Funktion ausgefiihrt wird.
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9.1.4 Partialbruchzerlegung der Bildfunktion und gliedweise Riicktransformation

Jede echt gebrochen rationale Funktion Y (z) lésst sich in drei gleichwertigen Varianten schreiben:
e in der SUMMENFORM ( Wie man sie nach Umformung aus der DIFFGL erhilt )
e in der PRODUKTFORM ( Produkte der Pol- und Nullstellen im Endlichen )

e als PARTTALBRUCHZERLEGUNG ( PBZ, Summe von Partialbriichen )

Y (z) Ziahler(z)

= |
7 Nenner(z) betrachtet !

ACHTUNG, im Weiteren wird nicht Y (z) sondern

Die PBZ orientiert sich nur an den POLSTELLEN von %%

enthalten sind, muss der zutreffende Ansatz fiir die Zerlegung gewihlt werden.

und je nach dem, welche Vielfachheiten

Die Nullstellen der Bildfunktion beeinflussen die Werte der Residuen; sie sind aber an den Partialbriichen
nicht mehr explizit abzulesen.

a) Xéz) enthdlt nur einfache Polstellen
Y(z) _ 1 ry I3 Iy _ -
Z _z—zool+z—zoog+z—z003+"'+z—zoon - VE::IZ—ZOO,,

Im Allgemeinen sind die RESIDUEN oder PARTTALBRUCH- KOEFFIZIENTEN r, komplexe Groflen,
deren Berechnung vorteilhaft direkt mit einer der beiden Gleichungen und besser nicht {iber einen
aufwindigen Koeffizientenvergleich erfolgt.

v, = | X2 () . _[__Zéhler(z)
v z Mg =ay, ~7 |dNenner(z)/dz| , _,
Reelle Polstellen Zyo, = Qo fithren immer auf reelle Residuen r,,.
Gliedweise Riicktransformation ergibt: ylk] =[r1 25, +r2-25o+ ... +ry- 25, ] 0K
Konjugiert komplexe Polpaare  Zoo1,2 = Qoo £ Boo B >0 ergeben im Allgemeinen zwei

komplexe Residuen r;, s, die zueinander konjugiert komplex sind: rs =1rj.

Zur in der z-Ebene oben gelegenen Polstelle Zool = Qoo + j B gehort Iy =TI're + jTim

und zur unteren Polstelle Zoo2 = Qoo — j Boo  gehort das Residuum Iy = rye — j Tim-

Bei der Riicktransformation fasst man die beiden, zu einem konjugiert komplexen Polpaar gehorigen
konjugiert komplexen Zeitfunktionen zu einer reellen Zeitfunktion zusammen, da sich die beiden entge-
gengesetzt gleichen Imaginérteile aufheben:

y[k] = (2" |zc|* - /12 + 18, sin(k - @+ 0)] - o[K]

Mit den GroBen: |Zoo| = Va2 + 2 ® = arctan g%: © = arctan

I're
1

im

Jeder der Winkel ® bzw. ¢ muss immer dann um +£180°  korrigiert werden,

wenn der Nenner im Argument seiner arctan-Funktion negativ ist.

Diese Korrektur ist also nétig, falls ag < 0 bzw. falls rjy, > 0.
Nur mit diesen Korrekturen werden die Winkel im richtigen Quadranten berechnet!
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b) ¥ enthidlt auch mehrfache Polstellen
Y(z) Zahler(z) o Iyq Taq a2 X %i: Lj

z (Z - Zool)(z - Z002)2 Z = Zoo1 (z — ZooZ)1 (z — ZooZ)2 i=1j=1 (2= Zocs))
In der Doppelsumme werden als Laufzahlen i und j verwendet.
w  steht fiir die Anzahl der verschiedenen Polstellen ( im Beispiel oben gilt w = ).
q; beschreibt die Vielfachheit der Polstelle i ( im Beispiel : qp = , Q2 = ).
n=9qi+9qz+d9s+...+qw gibt den Grad des Nennerpolynoms an ( im Beispiel: n = ).

Die Berechnung der im Allgemeinen komplexen RESIDUEN Ty
stellen 1i=1, 2,3, ..., w entsprechend deren Vielfachheiten fir j=1,2,3, ..., q; mit

erfolgt fiir alle verschiedenen Pol-

der folgenden Gleichung.

1 ‘ dai—i X(z)

r;: = -
T (@ ) dze I | %

(2 — Zooi) % | | Z = Zogy U67-069, U 72

Beim Bilden der Ableitung muss meist die QUOTIENTENREGEL angewendet werden!

Reelle Polstellen  Zyo; = Qoj , die in der Praxis durchaus auch mit Vielfachheiten q; > 1  vor-
kommen, fiihren immer auf reelle Residuen  rjj.

Konjugiert komplexe Polpaare  Zoo1,2 = Qoo = j Boo, die in der Praxis fast ausnahmslos nur einfach
auftreten, ergeben i. A. zwei komplexe Residuen r;, ro, die zueinander konjugiert komplex sind:
ry = f{. Einfache Polstellen werden nach Seite 122 behandelt.

Zu der in der z-Ebene oben gelegenen Polstelle  Zoo1 = Qoo + j Boo  gehdrt Iy =rpe + j rim
und zu der unteren Polstelle Zooa = Qoo — J B gehirt ro = rre — j rim-

Gliedweise Riicktransformation unter der Annahme reeller Polstellen:

yk] =[r11 25 + 12125, + 120 k25, ] o[k

Betrachtet man die PBZ einer Ubertragungs-Funktion G(z) d.h. die PBZ der EIA und die zu den
einzelnen Partialbriichen gehorigen Teilfolgen, ergibt sich eine wichtige Aussage iiber die Stabilitét:

Liegen ALLE POLSTELLEN z.; DER UBERTRAGUNGS-FUNKTION G(z)
IM INNEREN DES EINHEITSKREISES d.h. es gilt fir alle i | |zooi] < 1
verhlt sich das ZEITDISKRETE SYSTEM ST A BIL.

Nur unter diesen Voraussetzungen besteht die EIA ausschliefilich aus solchen Teilfolgen,

die einzeln und damit auch in ihrer Summe mit der Zeit abklingen.

Beachten Sie im Unterschied dazu die entsprechende Bedingung fiir zeitkontinuierliche Systeme.

Liegen ALLE POLSTELLEN s,; DER UBERTRAGUNGS-FUNKTION G(s)
IN DER OFFENEN, LINKEN s- HALBEBENE d.h. es gilt fiir alle i RE{sy i} <0
verhilt sich das ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEM ST ABIL.

Nur unter diesen Voraussetzungen besteht die EIA ausschliefllich aus solchen Teilfunktionen,

die einzeln und damit auch in ihrer Summe im Laufe der Zeit abklingen.
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Drei Beispiele zur Partialbruch-Zerlegung von Bildfunktionen

-1 3 2
Y.(z—1) = 8z _ Y _ 7z° —10.1z° + 3.12z
Yae ) =g, g2 0 @ = T T, 002

Y4 (z) = 7z* — 6.82° + 0.82° + 0.74z
=3 z(z 4+ 0.5)(z° — z + 0.74)

U7

Gesucht: a.) Die zugehorigen Partialbruch-Zerlegungen der Bildfunktionen.
b.) Die zugehérige Folgen  yq[k], y2[k], y3[k].
c.) Existieren endliche Grenzwerte yi1[k — oo],y2[k — oo, y3[k — oo] ? Welche?
d.) Uberpriifen Sie die endlichen Grenzwerte mit dem Grenzwertsatz auf Seite 109.

9.2 Berechnung der Ausgangsfolge ylk| im Zeitbereich

Ist fiir das Eingangssignal keine Bildfunktion verfiigbar, ermittelt man das Ausgangssignal y[k] direkt
im Zeitbereich. Hier werden zwei Methoden fiir dieses Vorgehen behandelt.

9.2.1 Rekursive Berechnung von y[k] aus der DIFFGL

Sind die einzelnen Werte einer beliebigen Eingangsfolge x[k] bekannt, gelingt es mit Hilfe der DIFFGL,
die zugehorige Ausgangsfolge y[k] rekursiv fir k > 0 zu berechnen.

Dazu 16st man die DIFFGL (im folgenden Beispiel ist diese vom Grad 2)
yvk]-ap+ylk —1]-a; + y[k — 2] -ag = x[k] - bg + x[k — 1] - by + x[k — 2] - by
nach dem aktuellen Ausgangssignal y[k] auf

ylkl = a5 - [{—ylk = 1] -a1 —y[k — 2] -az} + {x[K] - bo + X[k — 1] - by +x[k — 2] - bz} |

und setzt (soweit erforderlich) alle nétigen Anfangswerte y[—1], y[—2] und x[-1], =x[—2] (bei
kausalen Eingangssignalen gilt immer x[—1] =0, x[—2]=0) ansonsten die Ersatzwerte Null ein.

Bei der schrittweisen Berechnung der Ausgangsfolge fiir die Zeitpunkte k = TLS =0,1, 2 ... beein-
flusst neben dem aktuellen Signal am Eingang x[k], der Vergangenheit des Eingangssignals x[k — 1], x[k — 2]
auch die Vergangenheit des Ausgangssignals y[k — 1], y[k — 2] den Wert des aktuellen Ausgangssignals
y[k| genau so, wie es durch die DIFFGL vorgegeben ist.

Bei Systemen hoherer Ordnung wirken auch ldnger zuriickliegende Momentanwerte des Ausgangs- und
des Eingangssignals auf das aktuelle Ausgangssignal ein.

Ist statt der DIFFGL zuniichst nur die Ubertragungs-Funktion eines zeitdiskreten LTT-Systems bekannt,
geht man wie folgt vor:

Y(z)  co+ciz+ coz? 1
€O =X0) “dordiardar? - S

[

(z 1) _bo+biz ! 4 boz?
(z')  agtayz ' +az?

2.)  Uber Kreuz ausmultiplizieren: Y -[ag + a1z ! +az 2] =X [bg +byz ! +baz 2]
3.)  Riicktransformation in den Zeitbereich liefert die DIFFGL. Weiteres Vorgehen: Siehe oben.
y[k] -a0+y[k—1] -ag —|—y[k—2] - ag :X[k] - bo +X[k— 1] -bq —|—X[k—2] - bso

(z)  01(z+1)
(z) - z—08 -

[Pl

Beispiel: Gegeben ist die normierte Ubertragungs-Funktion G(z) =

a.) Stellen Sie die zugehorige DIFFGL auf.
b.) Berechnen Sie die Ausgangsfolge y[k] , (0 <k <7), fir xk] =2 k- o[k].
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9.2.2 Berechnung der Ausgangsfolge y[k] mit der Faltungsoperation

Auch bei zeitdiskreten Systemen besteht die Moglichkeit, das Ausgangssignal ~ y[k]  durch die Faltung
des Eingangssignals ~ x[k] mit der EIA des Systems g[k] zu berechnen.

Im Unterschied zum FALTUNGSINTEGRAL bei kontinuierlichen, kausalen Systemen und Signalen

t t
a(t) = e(t) xg(t) = g(t)*e(t) = / e(r) gt—r7)dr = / g(r)-e(t —7)dr
7=0 =0

ist bei kausalen, zeitdiskreten Systemen die folgende ~FALTUNGSSUMME auszuwerten.

k [e's)
ylk] = xlkl+glld] = glid«xlk] = > xfil-glk—i] = > gli]-xlk 1]
i=0

i=—o0

Wegen des Produktes  x[i] - gk —i] bzw. g[i] -x[k —1i] in der Summe ist nur iiber die Bereiche

von 1 zu summieren, in denen beide Faktoren ungleich Null sind.

Zur Ausfithrung der Faltungsoperation werden hier zwei Varianten betrachtet, die mit unterschiedlichen
Betrachtungen zum gleichen Ergebnis fiihren:

1. Auf Seite 126 : Fine anschaulich leicht verstéindliche Form, bei der die Addition von zeitverscho-
benen, gewichteten Einheits-Impulsantworten das gesuchte Signal y[k] ergibt.

2. Auf Seite 127 : Eine abstraktere Form, die sich an die Gleichung fiir die Faltungssumme hélt und
das Ausgangssignal y[k] durch Umklappen ('Falten’), Verschieben, Bewerten und Summieren
aus der Einheits-Impulsantwort ermittelt.

Das Versténdnis beider Moglichkeiten wird durch den Gebrauch des Programms | FALTUNG er-
leichtert, das auch zur Erstellung der Bilder auf den beiden folgenden Seiten verwendet wurde.

Achten Sie bei der Benutzung darauf, fiir die Faltungssumme die zeitdiskrete Darstellung mit dem Button

kont / disk | einzustellen.

Beispiel:

Berechnen Sie mit der Faltungsoperation das Ausgangssignal —y[k| eines zeitdiskreten Systems, wenn

e am Eingang das Signal x[k] = o[k] — o[k — 6] anliegt und & 73

e die EIA durch g[k] = 0.8% - o[k] gegeben ist.
a.) Skizzieren Sie Folgen x[k] und g[k] fir —2 <k <10.
b.) Ist das betrachtete System kausal? = Begriinden Sie die Antwort kurz aber treffend.
c.) Ist das vorliegende Eingangssignal kausal?  Geben Sie auch hierzu eine kurze Begriindung an.
a)

Fithren Sie nun die Faltung gemd y[k] = > g[i] - x[k —i] aus und verwenden Sie dabei die
1— q1’1+1

T-q fir q# 1.

n
Summe iiber n+1 Glieder der geometrischen Folge S, = >, q™ =
m=0
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Ausfiithrung der Faltung durch Umklappen, Verschieben, Bewerten der EIA und Summieren

09.08

_ uapuaag 3 ]
-:_ [ fo[t—xlo-[tlx ¢ [ T-uw ** 0 =T 3=cn] =mmg = [y]4
[2]4
apug o] 7 rammmo-sAUnITEd ISP - JUoTIdElUus AITIYISI0OAUSYISY IPUIIYNINZSne aT]
*AT7T23800I8n N AUNAdITIE USTIaNINE MMz STd
0=y T=4 pusuuthsg U=33T=Z =377 INF =WPMS 253TP ST PTIIH U=I=3JUN WMT
m ‘USplIan JISTUMMNSINE UueEp putn JISTTTIdIaTnM STeulisshusbutd =3P
g i [T]x UIIASIOUBIUSMION USP ITWM T waIyundiTaz U3p hz
| sbeI1313g =aT1E [T-x]1E ¥ I T WUauagoyaosIasa pun uajddeTiy=bom I3p UL
m e T fusl o 3TeyIa oayundarsz wmzE [M]1A TeubTssHusbsny S2ed
T ; 0 i “{ [t-x1P ©0= aTgui= usw }
_; ..... __. UIMITYASIZA NE SIYD3T Waew 2 wm ' 7
[t-aT]18 A _____ { [r=18 o= areyia= usw }
: ! pun [ ,u=aTeF, nz ] uaddeiynzem -T
m [T]E % T 3 =2tp ‘Briou =2 351 ucrdedadoshuniTed I2p USIUYNISHY 07
m ‘UIgoIfIas YASTIEMOqnE IZp0 2STa033TIAYSS 96 =5 3 =% T YAT2I2g Wt
; 3TIZ TP YATE IS€LT  ,33v3g, IIp0 ,33TIYDE, UIISE] ISP IIUT3 ITH
RIS "
m ‘uzpisn 3I2goifisa BTQETTaM YOSIA=2302Yd 23UU0y pun azusiafag L=u 3330
j uap Ine uspunabzaeTd Ste INU ISTY IST U ssThdmI J2p TURZUY 2TJ
las =50 I
A =51 ¥ " &
ST . sasuyatazadg [o]x pun [5]lx flelx “[elx “[zlx ‘[tlx ‘“[0lx atw puts aIg
p =_= g opun gfefofzfTfn usayundaraz uUsSp Nz X UWoA UIIIIN USP
m [rlx uagosadsqus uayoy uaaag "3y=assdg usstndmr  A=u  ste Sep farr=2as=RIep
Af [T]x Teubisshusbutd Sep pITH 23T2C U23YI21 I2p Ihe RITO U2I2090 WMT
[ £=a11 ] OT=Y 2AT=3Z ATT=NAHYT
_T_:.u L= { [1-¥]6 - [¥]x } =wmmg = [¥]& :=wmmg-—cHunaTeg [a] il "I _D i
[ Bunates 1 (16 & [x1x =[Al& T G B [31% s s A _=_=_ (14
[ 5=a1 ] P - P q Teubtsshuvbeny
f - Zlo itayd-tq "
~ﬁxux_;u>} [ 3ynpoad ] [(z)a (Z21% =(=Z1x 1z1x srndur—eatagury ¢ [H1x [3]x
HI Sl =1 =1=Te 3 =F=1¢ 4 iy TeufTochuBfuTy

B3 (=] il =]




1001 HM-FKO04 © Prof. Dr. E. Miiller Signale 4+ Systeme [27.03.20] Seite 128

10 Software, Ubungen, Literatur

KOSTENLOSE SOFTWARE ZUR VORLESUNG:

ZIP-Files der Programme fiir Microsoft-Windows Betriebssysteme ( Win XP /7 / 10 ) sind zum Download
abgelegt unter

e-technik-software.de

UBUNGSAUFGABEN:

Zusammen mit dem Skriptum wird eine Sammlung von 75 Ubungsaufgaben mit Lésungen angeboten.

LITERATURHINWEISE:

Zur Studier- und Lerntechnik

Knoblauch: Lernstress ade! Tempus Verlag, Giengen.

Dittrich: Mehr Erfolg bei Priifungen. ECON-Ratgeber.

Ratschlige zur Vorbereitung auf (Wiederholungs-) Priifungen fin-
den Sie im Internet bei der Software (siche oben).

Zum Stoff der Vorlesung:

Bronstein u.a.: Taschenbuch der Mathematik, Verlag Harri Deutsch.

Papula: Mathematische Formelsammlung. Verlag Vieweg.

Klein: Schaltungen und Systeme. Oldenbourg Verlag.

Follinger: Laplace- und Fourier-Transformation. Hiithig Buch Verlag.

Heinemann: PSPICE, Einfiihrung in die Elektroniksimulation. Hanser Verlag.

v. Griinigen: Digitale Signalverarbeitung. Fachbuchverlag Leipzig.

Kammeyer, Kroschel: Digitale Signalverarbeitung. Teubner Studienbiicher.
Rabiner, Gold: Theory and Application of Digital Signal Processing. Prentice Hall.
Brigham: FFT, Schnelle Fourier-Transformation. Oldenbourg Verlag.



